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Kinematicˇne povezave z zracˇnostjo
Metoda absolutnih vozliˇscˇnih koordinat
Meritve
Stikalni mehanizmi
Raziskava predstavlja pristop k resˇevanju dinamskih sistemov, ki so sestavljeni iz togih
in prozˇnih teles ter povezani z ustreznimi kinematicˇnimi povezavami. Za dolocˇitev di-
namskega odziva je razvita in numericˇno ter eksperimentalno ovrednotena kinematicˇna
povezava cˇepa v vodilu z zracˇnostjo, ki je nato uporabljena pri izdelavi dinamskega se-
stava, sestavljenega iz togih in prozˇnih teles. Obravnavani dinamski model, ki temelji
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Kinematic constraints with clearance
Absolute nodal coordinate formulation
Measurement
Switchgear mechanisms
This research presents the approach to modeling of multibody systems assambled of ri-
gid and flexible bodies and interconnected with adequate kinematic constraints. With a
goal to evaluate the dynamic response a kinematic constraint, pin-slot clearance joint,
is developed. The developed pin-slot clearance joint is numerically and experimen-
taly researched and then used when modeling a multibody system assmabled of rigid
and flexible bodies. The dynamical system in focus is based on the real engineering
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A / transformacijska matrika
A m2 povrsˇina
a / vektor
B / matrika anholonomnih kinematicˇnih povezav, Booleanova
matrika
C / vektor kinematicˇnih povezav
Cq / Jacobijeva matrika kinematicˇnih povezav
C / funkcija kinematicˇne povezave
c / konstanta
cr / koeficient restitucije
d / dolzˇina vektorja
E MPa modul elasticˇnosti, Youngov modul
e m vektor absolutnih vozliˇscˇnih koordinat
e m ekcentricˇnost
e m vektor ekcentricˇnosti
F N vektor zunanje sile
F0 N amplituda sile
h m vektor
h m viˇsina
I / enotska matrika
Kl / osna togostna matrika
K / relativna kontaktna togost
L m dolzˇina
l m dolzˇina
M / masna matrika
M Nm zunanji moment
m kg masa
n m vektor normale
n / velikost vektorja (sˇtevilo elementov)
Q / kontaktna tocˇka
Qc N, Nm vektor sil kinematicˇnih povezav
Qd N, Nm vektor sil
Qe N, Nm vektor zunanjih sil
q m, rad vektor posplosˇenih koordinat
R m krajevni vektor tezˇiˇscˇa togega telesa definiran v globalnem
koordinatnem sistemu
R0 m polmer
r m krajevni vektor, definiran v globalnem koordinatnem sistemu
rg m krajevni vektor masnega srediˇscˇa koncˇnega elementa
S m matrika oblikovnih funkcij
S m oblikovna funkcija
xxi
T J kineticˇna energija
U / deformacijska energija
u m krajevni vektor, definiran v globalnem koordinatnem sistemu
z uposˇtevanjem kota zasuka togega telesa
u m krajevni vektor, definiran v lokalnem koordinatnem sistemu
togega telesa
V m3, J volumen, potencialna energija
δW J virtualno delo
δWe J virtualno delo zunanjih sil
δWF J virtualno delo vektorja zunanje sile
δWi J virtualno delo vztrajnostnih sil
δWM J virtualno delo zunanjega momenta
w m sˇirina
X / matrika koeficientov
α / koeficient Baumgartejeve stabilizacijske metode
β / koeficient Baumgartejeve stabilizacijske metode
δ m globina deformacije v kontaktu
δ m vektor oddaljenosti dveh tocˇk
 / pozitivno realno sˇtevilo, deformacija
κ / ukrivljenost
ν / faktor histereznega dusˇenja
µ / koeficient trenja
ξ / parameter
λ N, Nm vektor Lagrangevih mnozˇiteljev




b telo (angl. body)
c omejitev (angl. constraint)
d odvisen (angl. dependent)
i indeks telesa, neodvisen (angl. independent)
j indeks telesa
k indeks telesa, sˇtevec
l osno/vzdolzˇno (angl. longitudinal)
n v smeri normale
q indeks se nanasˇa na vektor q
t v smeri tangente, precˇno/strizˇno (angl. transversal)
x v x smeri





AVK absolutne vozliˇscˇne koordinate
ANCF metoda absolutnih vozliˇscˇnih koordinat (angl. absolute nodal coordi-
nate formulation)
DOFs prostostne stopnje (angl. Degrees Of Freedom)
DyS programsko orodje dynamics simulation software
LCP linearni komplementarni problem (angl. linear complementarity pro-
blem)
OOP objektno orientirano programiranje (angl. object oriented program-
ming)
PSCJ kinematicˇna povezava cˇepa v vodilu z zracˇnostjo (angl. pin-slot clea-
rance joint)
RK integracijska metoda Runge-Kutta
RKF integracijska metoda Runge-Kutta-Fehlberg






Pri snovanju novega izdelka namenjenega svetovnemu trgu je potrebno, da izdelek iz-
polnjuje predpisane tehnicˇne zahteve, dodatno pa je lahko kakovost delovanja viˇsja od
obstojecˇih izdelkov. Posledicˇno je uporaba racˇunalniˇsko podprtih simulacij pri sno-
vanju novih izdelkov v zadnjem cˇasu pogosto uporabljeno orodje, med drugim tudi
na podrocˇju dinamike sistemov teles. Zanimiv dinamski pojav je prisoten tudi pri
odklopu v stikalnih mehanizmih, vgrajenih v nizkonapetostne odklopnike in zasˇcˇitna
stikala. Njihova glavna naloga je sˇcˇitenje pred elektricˇnim udarom, zato je kakovo-
stno delovanje izredno pomembno. Tako je smiselno obvladovanje dinamike zˇe med
procesom snovanja, kar se sicer lahko deloma dosezˇe z uporabo namenskih program-
skih paketov za simuliranje dinamike sistema teles, ki uporabljajo fizikalne modele, a
lahko v posebnih primerih prevecˇ grobo obravnavajo fizikalni pojav in ne omogocˇajo
kakovostnega modeliranja kontaktnih razmer z uposˇtevanjem zracˇnosti v kinematicˇnih
povezavah, trenja ali prednapetja.
Dinamska analiza mehanskih sistemov se lahko izvede s pomocˇjo razlicˇnih teorij, na-
tancˇneje: Newton-Euler-jeva [1], Lagrange-eva [2] in Kane-jeva [3] teorija. Newton-
Euler-jeva teorija za popis kinematicˇnih povezav v gibalnih enacˇbah uporablja La-
grangeve mnozˇitelje za dolocˇitev sil v kinematicˇnih povezavah. Ti predstavljajo do-
datne algebraicˇne povezovalne enacˇbe. Lagrange-eva in Kane-jeva teorija temeljita na
uporabi generaliziranih (posplosˇenih) koordinat z namenom resˇevanja sistema enacˇb,
katerega velikost je odvisna od sˇtevila prostostnih stopenj sistema, pravtako pa upo-
raba posplosˇenih koordinat odpravi eksplicitno uporabo povezovalnih enacˇb in po-
sledicˇno uporablja samo neodvisne prostostne stopnje dinamskega sistema. Vkljucˇitev
gibalnih enacˇb prozˇnega telesa v celoten sistem gibalnih enacˇb dinamskega modela se
lahko izvede z uporabo razlicˇnih metod, ki ustrezno popiˇsejo gibanje prozˇnega telesa,
natancˇneje: metoda s pomicˇnim koordinatnim sistemom [4, 5], metoda koncˇnih ele-
mentov z inkrementalno formulacijo [6], metoda vektorja zasukov [7], metoda koncˇnih
segmentov [8] in metoda absolutnih vozliˇscˇnih koordinat - AVK (angl. Absolute Nodal
Coordinate Formulation - ANCF ) [9, 10].
Teorija dinamike sistemov togih teles kinematicˇne povezave (omejitve) v osnovi defi-
nira kot idealne z namenom obravnave poenostavljenega dinamskega modela. Idealna
kinematicˇna povezava ne vkljucˇuje fenomenov kot so; zracˇnost, trenje, hrapavost in
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mazanje ter obraba, ki lahko znatno vplivajo na dinamski odziv sistema. V realnosti
pa so med kinematicˇnimi povezavami vedno prisotni; zracˇnost, ki omogocˇa relativno
gibanje med telesoma kot tudi samo montazˇo sestavnih delov in trenje, ki je posledica
hrapavosti kontaktnih povrsˇin. Tako je, za kakovostno obravnavo dinamike sistema to-
gih teles, kljucˇnega pomena vkljucˇitev kontaktnih razmer, predvsem trenja in zracˇnosti,
saj lahko znatno vplivata na dinamski odziv sistema.
Modeliranje in vkljucˇitev prozˇnih teles v gibalne enacˇbe dinamskega sistema je kljucˇno
v primeru velikih pomikov ali velikih deformacij.
1.2 Pregled stanja
Za popis dinamike prozˇnih teles v vecˇmasnih sistemih je bila v zadnjem cˇasu razvita
teorija absolutnih vozliˇscˇih koordinat na osnovi obstojecˇe Newton-Euler-jeve teorije
[11] z namenom avtomaticˇne izdelave enacˇb ob uporabi racˇunalnikov [12].
Pregled razvoja modelov za popis in resˇevanje kontaktnih problemov v dinamiki vecˇ-
masnih sistemov predstavijo Machado in sod. v [13]. Za modeliranje kontakta (trka)
dveh teles Flores in Ambrosio v [14] navajata dva pristopa; zvezni ter nezvezni pristop.
Zvezni prostop obravnava, da je kontaktna sila odvisna od deformacije. Najbolj pogosto
uporabljena metoda pri zveznem pristopu je kazenska metoda (angl. penalty method)
[15, 16], medtem ko nezvezna metoda enostranskih kontaktov temelji na komplementar-
nem pristopu in obravnava kontakt kot linearni komplementarni problem (angl. Linear
Complementarity Problem - LCP) [17]. Pristop obravnave kontakta kot linearni kom-
plementarni problem uporabita Anitescu in Potra v [18], medtem ko avtorja Slavicˇ in
Boltezˇar v [19] predstavita razsˇirjen pristop z realno kontaktno povrsˇino. Nadgradnjo
obravnave kontakta kot LCP iz ravnine v tri-dimenzijskih prostor prikazˇe Glocker v
[20]. V delu [21] sta Cˇepon in Boltezˇar v dinamiki jermenskega gonila obravnavala
problem kontakta med jermenom in jermenico kot linearni komplementarni problem.
Dinamiko stikalnih mehanizmov v odklopnikih in stikalih je obravnavalo vecˇ avtorjev
v razlicˇnih raziskavah. V delu [22] avtorji Degui in sod. za uspesˇno obravnavo di-
namskega odziva vzpostavijo dinamski-elektro-magnetni numericˇni model, v katerega
vkljucˇijo tudi Lorentz-ovo in Holm-ovo elektro-dinamicˇno odbojno silo [23]. V delu [24]
avtorji v sklopu simuliranja dinamskega odziva navedejo tudi vzroke za odpoved delova-
nja odklopnika in kot glavni vzrok navajajo mehansko posˇkodbo sestavnih delov meha-
nizma. Za validacijo numericˇnega modela so v [24, 25] pridobljene rezultate primerjali
z eksperimentalnimi vrednostmi zasuka kontaktne gredi med odklopom, kar omogocˇa
zasnova obravnavanega mehanizma. Pristop obravnave procesa odklopa zasˇcˇitnega
stikala kot sklopljen elektro-magnetno-mehanski sistem je predstavljen v [22, 26]. V
prispevku [27] avtorji Pechrach in sod. obravnavajo vpliv na gasˇenje obloka pri nizˇji
hitrosti gibljivega kontakta med odklopom. V prispevkih [24, 28, 29] je za simuliranje
dinamike stikalnih mehanizmov uporabljen programski paket MSC Adams, medtem
ko v prispevkih [26, 25, 22] razsˇirijo raziskovalno podrocˇje dinamike z obravnavo sklo-
pljenih sistemov, pri katerih elektro-magnetne procese med odklopom in prozˇna telesa
modelirajo s programskim paketom Ansys. V prispevku [22] so kinematicˇne povezave
med telesi modelirane kot idealne in posledicˇno zanemarjen vpliv zracˇnosti, vendar pa
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je v modeliranju enostranskega kontakta med telesoma vkljucˇeno trenje. Vpliv trenja
na cˇas zasuka kontakte gredi je izpostavljen v [24]. Primerjavo numericˇnih simulacij
dinamike z in brez trenja v kinematicˇni povezavi s kontaktno gredjo predstavijo Niu
in sod. v [25]. Glede na zasnovo in obliko stikalnega mehanizma, le-ti vcˇasih predvide-
vajo enkraten nanos maziva med procesom montazˇe za ustrezno delovanje v predvideni
zˇivljenjski dobi. Zato je pri modeliranju realnih (drsnih) kontaktov potrebno uposˇtevati
mazanje, saj ugodno vpliva na zmanjˇsanje tangencialnih sil v kontaktu [30], kar pa do
sedaj ni bilo srediˇscˇe raziskav pri simuliranju dinamskega odziva stikalnih mehanizmov.
1.3 Namen in cilji dela
Osnovni namen dela je izdelava ustreznih gradnikov za kakovostno izdelavo dinam-
skih sistemov, ki so sestavljeni iz togih in prozˇnih teles. Vkljucˇitev prozˇnih teles v
gibalne enacˇbe dinamskega sistema je izvedena na osnovi metode absolutnih vozliˇscˇnih
koordinat.
Pricˇakovan temeljni cilj dela je razvoj gradnika kinematicˇne povezave, ki je prisotna
v mehanskih sistemih, stikalnih mehanizmih, z vkljucˇeno zracˇnostjo in trenjem. Vre-
dnotenje kontaktne sile v razviti kinematicˇni povezavi temelji na zveznem pristopu z
uporabo ustreznih kontaktnih modelov za dolocˇitev normalne in tangente komponente.
Predvidena je validacija razvite kinematicˇne povezave na osnovnem mehanskem sis-
temu.
Pri eksperimentalnem pristopu je pricˇakovan cilj dela na podrocˇju vkljucˇitve vpliva
prednapetja v dinamski model za kakovostno dolocˇitev dinamskega odziva mehanskega
sistema, ki predstavlja podsestav v realni inzˇenirski aplikaciji - stikalni mehanizem
vgrajen v insˇtalacijski odklopnik ali kombinirano zasˇcˇitno stikalo. Izvedena je validacija
izdelanega dinamskega modela na osnovi podatkov meritev.
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2 Teoreticˇne osnove
V tem poglavju je predstavljena osnovna teorija za popis dinamike mehanskega sistema,
sestavljenega iz togih in prozˇnih teles in povezana z ustreznimi mehanskimi poveza-
vami, za zagotovitev ustreznega gibanja posameznih sestavnih delov. Poljubno telo se
lahko obravnava kot togo v primeru, ko so deformacije telesa majhne in ne vplivajo
na samo gibanje telesa. V primeru, da je cilj dolocˇitev napetosti v telesu, ali da je de-
formacija telesa nezanemarljiva, saj vpliva na samo gibanje telesa, potem je potrebno
telo obravnavati kot prozˇno.
Obravnava kontaktna med dvema telesoma je vkljucˇena v dinamski sistem po zve-
znem pristopu in temelji na kazenski metodi, ki ovrednoti kontaktne sile v normalni in
tangentni smeri na osnovi ustreznega kontaktnega modela in modela trenja.
Teorija predstavljena v tem poglavje je v osnovi povzeta po [9, 12, 31, 32, 33].
2.1 Kinematika
Teorija kinematike obravnava gibanje teles brez uposˇtevanja sil, ki so lahko vzrok za
gibanje. V teoriji dinamike je gibanje teles dolocˇeno na osnovi znanih sil, ki delujejo na
posamezna telesa, medtem ko teorija kinematike dolocˇa gibanje teles na osnovi znanih
vrednosti koordinat v vsakem cˇasovnem trenutku, kjer je vrednost posamezne koordi-
nate dolocˇena kot funkcija cˇasa. Najmanjˇse sˇtevilo neodvisnih koordinat vecˇmasnega
sistema, ki sˇe omogocˇajo gibanje in enolicˇno dolocˇajo polozˇaje posameznih teles, lahko
poimenujemo kot prostostne stopnje (angl. Degrees Of Freedom - DOFs) vecˇmasnega
sistema. V procesu kinematicˇne analize je rezultat sistem algebraicˇnih enacˇb, ki ga je
potrebno resˇiti za kinematicˇne neznanke: koordinate, hitrosti in pospesˇke.
2.1.1 Vektor pomika
Za lazˇji popis gibanja togega telesa v sistemu togih teles v ravnini je definiran lokalni
koordinatni sistem i-tega telesa xiyi in globalni koordinatni sistem xy, kot je prikazano
na sliki 2.1.














Slika 2.1: Kinematika togega telesa.
in koordinate tocˇke Pi v globalnem (inercialnem) koordinatnem sistemu xy se lahko
zapiˇsejo kot vsota vektorjev Ri in uiP :
riP = R
i + uiP . (2.2)
Povezava med vektorjema uiP in u
i




kjer je Ai (ortogonalna) transformacijska matrika in je v ravnini definirana kot:
Ai =
[
cos θi − sin θi
sin θi cos θi
]
. (2.4)
V enacˇbo (2.2) vstavimo enacˇbo (2.3) in dobimo izraz, ki opisuje lego tocˇke na togem
telesu v globalnem koordinatnem sistemu:
riP = R
i + AiuiP . (2.5)
Enacˇba (2.5) predstavlja polozˇaj poljubne tocˇke na togem telesu kot funkcijo absolutnih
koordinat telesa Ri in θi.
2.1.2 Vektor hitrosti
Pri dolocˇitvi vektorja hitrosti predpostavimo, da je vektor pomikov riP znan. Absolutna
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kjer je matrika Aiθ parcialni odvod transformacijske matrike A
i po kotu θi:
Aiθ =
[ − sin θi − cos θi
cos θi − sin θi
]
. (2.8)






Enacˇba (2.9) predstavlja vektor absolutne hitrosti tocˇke P na telesu i kot funkcijo
odvodov koordinat Ri in θi.
2.1.3 Vektor pospesˇka
Vektor absolutnega pospesˇka tocˇke P na telesu i je dolocˇen z drugim odvodom enacˇbe









V primeru ravninskega gibanja velja slednje:
A˙
i
θ = −θ¨iAiθ (2.11)











Za dinamski sistem, ki je sestavljen iz nb teles, lahko povezovalne (omejitvene) enacˇbe
zapiˇsemo v vektorski obliki kot [31]:
C(q, t) = [C1(q, t), C2(q, t), . . . , Cnc(q, t)]
T = 0, (2.13)
kjer je nc sˇtevilo vseh kinematicˇnih povezav v sistemu ob cˇasu t. Jacobijeva matrika





Prvi odvod povezovalnih enacˇb (2.13) po cˇasu dolocˇa povezovalne enacˇbe na nivoju hi-
trosti. Povezovalne enacˇbe hitrosti zagotavljajo povezave med spremenljivkami hitrosti
dinamskega sistema. Odvod enacˇbe (2.13) po cˇasu je:
C˙ = Cq q˙ + Ct = 0. (2.15)
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Enacˇba (2.15) predstavlja povezovalne enacˇbe na nivoju hitrosti, ki so linearne alge-
braicˇne enacˇbe [34]. Odvod enacˇbe (2.15) po cˇasu dolocˇa povezovalne enacˇbe na nivoju
pospesˇkov. Odvod enacˇbe (2.15) po cˇasu je:
C¨ = Cq q¨ + (Cq q˙)q q˙ + 2Cqt q˙ + Ctt = 0. (2.16)
Kinematicˇne omejitvene enacˇbe lahko razdelimo na holonomne in anholonomne. Holo-
nomne omejitvene enacˇbe izhajajo iz geometrijskih omejitev in so integrabilne, ter jih
lahko zapiˇsemo v obliki enacˇbe (2.13). Anholonomne omejitvene enacˇbe niso integra-
bilne in so oblike [12]:
a0 + B q˙ = 0, (2.17)
kjer je a0 definiran kot:
a0 = a0 (q,t) = [a01, a02 . . . a01nc ]
T (2.18)




b11 b12 . . . b1n





bnc1 bnc2 . . . bncn
 = B (q, t) . (2.19)
Anholonomne povezave so prisotne v naslednjih dinamskih primerih: vrtenje vrtalke in
vrtenje ladijskega vijaka, ki se vrtita okoli premikajocˇe-se osi s poljubno kotno hitrostjo.
Povezava, ki jo definira omejitvena enacˇba, je lahko eksplicitna funkcija cˇasa, t.i. reo-
nomna povezava, ali ne in je potem oznacˇena kot skleronomna povezava [32].
Povezovalno enacˇbo na nivoju hitrosti (2.15) lahko preoblikujemo v:
Cqq˙ = −Ct. (2.20)
Povezovalno enacˇbo na nivoju pospesˇkov 2.16) lahko preoblikujemo v:
Cqq¨ = −
(
(Cqq˙)q q˙ + 2Cqtq˙ + Ctt
)
. (2.21)
Prvi parcialni odvod povezovalne enacˇbe (2.13) po cˇasu je oznacˇen kot Ct in drugi
parcialni odvod po cˇasu kot Ctt.
Za uporabo v racˇunalniˇskih programih je za vsako kinematicˇno povezavo dolocˇena
Jacobijeva matrika, ki je nato avtomaticˇno zgrajena in uporabljena pri gradnji dinam-
skega modela. V nadaljevanju so predstavljene osnovne kinematicˇne povezave, le-te so
poenostavljene z namenom izdelave enostavnega dinamskega modela. Idealne (poeno-
stavljene) kinematicˇne povezave tako ne vkljucˇujejo realnih razmer (fenomenov) kot
so: zracˇnost, trenje, mazanje, hrapavost kontaktne povrsˇine. V knjigi [32] avtorji Flo-
res in sod. predstavijo vkljucˇitev realnih kontaktnih razmere v kinematicˇni povezavi,
natancˇneje: v vrtljivi in v prizmaticˇni povezavi.
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2.2.1 Vrtljiva povezava
Vrtljiva povezava, ki povezuje telesi i in j, omogocˇa samo relativni zasuk med telesoma
v tocˇki P, slika 2.2.
Slika 2.2: Vrtljiva povezava.
Omejitvena (povezovalna) enacˇba C(q, t) za vrtljivo povezavo:
C(q, t) = rijP = r
i
P − rjP = 0. (2.22)
V enacˇbi (2.22) za dolocˇitev vektorja riP in r
j
P uporabimo enacˇbo (2.5) in sledi:
C(q, t) = Ri + AiuiP −Rj −AjujP = 0. (2.23)






















Prizmaticˇna povezava, predstavljena na sliki 2.3, povezuje dve telesi. Ta povezava ima
eno prostostno stopnjo, tj. relativen pomik med telesoma v znani smeri.
Slika 2.3: Prizmaticˇna povezava.






θi − θj − c
]
= 0. (2.25)






































C11 C12 C13 C14 C15 C16





Poglavje 2. Teoreticˇne osnove




























2.3. Kinematicˇne povezave z zracˇnostjo
2.2.3 Nepomicˇna povezava
Nepomicˇna povezava se lahko obravnava kot vrtljiva povezava z dodatno povezovalno
enacˇbo, ki onemogocˇa relativen zasuk med telesoma. Omejitvena enacˇba C(q, t) za




θi − θj − c
]
= 0, (2.28)
kjer je vektor rijP definiran z enacˇbo (2.22). Jacobijeva matrika povezovalne enacˇbe

























0 1 0 −1
]
. (2.29)
2.3 Kinematicˇne povezave z zracˇnostjo
Racˇunalniˇski programski paketi za snovanje in analizo mehanskih sestavov nudijo sˇiroko
paleto orodij, ki so nujni za popis togih in prozˇnih teles. Ti paketi imajo zˇe vgrajene
knjizˇnice razlicˇnih kinematicˇnih povezav, ki odvzamejo ustrezno sˇtevilo relativnih pro-
stostnih med telesi. Vendar so te kinematicˇne povezave definirane kot idealne, brez
uposˇtevanja zracˇnosti.
Za modeliranje zracˇnosti v kinematicˇni povezavi obstajajo razlicˇne pristopi. Na pri-
meru vrtljive kinematicˇne povezave so predstavljeni razlicˇni pristopi modeliranja zra-
cˇnosti, natancˇneje: pristop brezmasne toge povezave [36], pristop z uporabo elementa
dusˇilka-vzmet in pristop na osnovi gibalne kolicˇine.
V primeru, ko je zracˇnost modelirana z dodatno brezmasno togo povezavo, slika 2.4,
je dolzˇina togega-brezmasnega elementa enaka radialni zracˇnosti v povezavi. Rezultat
taksˇnega pristopa je sistem teles z dodatno prostostno stopnjo, cˇe ga primerjamo s
sistemom z idealno vrtljivo povezavo.
V primeru pristopa dusˇilka-vzmet je zracˇnost modelirana z elementom dusˇilka-vzmet, ki
povezuje srediˇscˇe luknje in srediˇscˇe cˇepa, slika 2.5. Ta pristop ne predstavlja ustreznega
prenosa energije med trkom, saj ne omogocˇa disipacije energije. Dodatna tezˇava pa je
tudi dolocˇitev vrednosti parametrov elementa dusˇilka-vzmet, kot sta togost in faktor
dusˇenja.
V tretjem pristopu je zracˇnost v povezavi modelirana kot trk med dvema telesoma z
ustrezno dolocˇenimi silami v kontaktu, slika 2.6.
V prvih dveh pristopih se zracˇnost nadomesti z ustrezno komponento (brezmasna pove-
zava ali gradnik dusˇilka-vzmet), ki ima podoben odziv kot pri tretjem pristopu. Slednji
je fizikalno konsistentnejˇsi, saj omogocˇa dolocˇitev kontaktnih sil in vkljucˇuje tudi ela-
sticˇnost teles ter izgubo mehanske energije med procesom trka.
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sdf
Slika 2.4: Zracˇnost, modelirana kot brezmasna povezava.
sdf
Slika 2.5: Zracˇnost, modelirana kot povezava dusˇilka-vzmet.
Slika 2.6: Zracˇnost, modelirana kot trk med telesoma.
2.3.1 Vrtljiva povezava z zracˇnostjo
Na sliki 2.7 je prikazana vrtljiva povezava z zracˇnostjo med telesi i in j. Tocˇka P i
predstavlja srediˇscˇe luknje in tocˇka P j predstavlja srediˇscˇe cˇepa. Glede na sliko 2.7 je
vektor ekcentricˇnosti e, ki povezuje srediˇscˇe izvrtine in srediˇscˇe cˇepa, definiran kot:
e = rjP − riP , (2.30)
kjer sta vektorja riP in r
j
P predstavljena v globalnem koordinatnem sistemu, in dolocˇena
z enacˇbo (2.5), naslednje oblike:
rkP = R
k + AkukP , k = i, j. (2.31)




Enotski vektor normale n na kontaktni ravnini med izvrtino in cˇepom je kolinearen z






2.3. Kinematicˇne povezave z zracˇnostjo
Slika 2.7: Vrtljiva povezava z zracˇnostjo.
Glede na sliko 2.8 je globina deformacije ob trku dolocˇena kot:
δ = e− c, (2.34)
kjer je c definiran kot radialna zracˇnost med izvrtino s polmerom Ri0 in cˇepom s pol-
merom Rj0:
c = Ri0 −Rj0. (2.35)
Na sliki 2.8 sta z oznakama Qi in Qj predstavljeni kontaktni tocˇki na telesu i in j. V
Slika 2.8: Vrtljiva povezava z zracˇnostjo - kontakt.
globalnem koordinatnem sistemu sta ti tocˇki zapisani kot:
rkQ = R
k + AkukP +R
k
0n, k = i, j, (2.36)
14
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kjer je n enotski vektor normale, zapisan v globalnem koordinatnem sistemu.
Hitrost posamezne kontaktne tocˇke, Qi in Qj, v globalnem koordinatnem sistemu je








k, k = i, j. (2.37)
Komponenti relativne kontaktne hitrosti v normalni in tangentni smeri trka sta oznacˇeni












kjer je tangetni vektor t pravokoten na vektor normale n v pozitivni smeri za 90◦ oz.
cˇe poenostavimo:
t =
[ −ny nx ]T . (2.40)
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2.3.2 Prizmaticˇna povezava z zracˇnostjo
Podobno, kot model vrtljive kinematicˇne povezave z zracˇnostjo v dinamiki sistemov te-
les, je definiran tudi model prizmaticˇne ali translatorne povezave z zracˇnostjo. Na sliki
2.9 je predstavljena osnovna geometrija prizmaticˇne povezave z zracˇnostjo. Lastnosti
Slika 2.9: Prizmaticˇna povezava z zracˇnostjo med drsnikom in vodilom - geometrija.
geometrije prizmaticˇne povezave z zracˇnostjo so: dolzˇina drsnika L, sˇirina drsnika W in
sˇirina vodila H. V primeru idealne prizmaticˇne povezave je dovoljeno samo relativno
gibanje v smeri vodila, posledicˇno ni relativne rotacije in relativnega gibanja v precˇni
smeri glede na vodilo. Tako idealna prizmaticˇna povezava zmanjˇsa sˇtevilo prostostnih
stopenj sistema za 2, medtem ko uporaba prizmaticˇne povezave z zracˇnostjo sprosti ti
dve prostostni stopnji v sistemu. Posledicˇno se lahko drsnik prosto giblje znotraj vo-
dila. Idealna kinematicˇna povezava temelji na osnovi omejitvenih povezovalnih enacˇb,
medtem ko povezava z zracˇnostjo temelji na omejitvah gibanja z vkljucˇitvijo kontak-
tnih sil. Vpliv zracˇnosti v vrtljivi povezavi na dinamski odziv sistema je dobro raziskan
[37, 38, 39, 14], medtem ko je vpliv zracˇnosti v prizmaticˇni povezavi dokaj neraziskan
[32].
Na sliki 2.10 je predstavljena prizmaticˇna povezava z zracˇnostjo, ki povezuje telesi i
in j. Vodilo je del telesa j, medtem ko je drsnik telo i. Masno srediˇscˇe posameznega
telesa dolocˇata vektorja Ri in Rj. S tocˇkami P , Q, R in S je oznacˇeno obmocˇje na
vodilu, v katerem obstaja mozˇnost kontakta z drsnikom. Geometrijo drsnika dolocˇajo
tocˇke A, B, C in D. Ideja zapisa kontaktnih razdalj je enaka za vse sˇtiri tocˇke drsnika,
zato je v nadaljevanju predstavljen samo matematicˇni zapis za tocˇko A.
Vektor t naj dolocˇa kontaktni rob na vodilu od tocˇke P do tocˇke Q in je zapisan v
koordinatnem sistemu telesa j kot:
t
j
= ujQ − ujP . (2.41)
Polozˇaj poljubne tocˇke G, ki se nahaja na telesu k, v inercialnem (globalnem) koordi-
natnem sistemu, je dolocˇen kot:
rkG = R
k + AkukG, k = i, j. (2.42)
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Slika 2.10: Prizmaticˇna povezava z zracˇnostjo med drsnikom in vodilom.











Vektor, ki povezuje tocˇko roba drsnika Ai in tocˇko na vodilu Aj, je dolocˇen kot:
δ = rjA − uiA. (2.44)
Usmerjenost vektorja δ je nasprotna smeri normale vodila n. Vektor normale n je
definiran kot vektor pravokoten na vektor tangente t in za ravninske primere velja:
n = [ty, − tx]T . (2.45)
Na sliki 2.11 sta predstavljena dva razlicˇna polozˇaja drsnika, natancˇneje: med drsnikom
in vodilom ni prisotnega kontakta in kontakt med drsnikom in vodilom.
V primeru kontakta med drsnikom in vodilom sta vektorja δ in n kolinearna in na-
sprotno usmerjena. Tako je pogoj za obstoj kontakta med drsnikom in vodilom:
nTδ < 0. (2.46)
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(a) (b)
Slika 2.11: 2.11(a) Brez trka, 2.11(b) Prodiranje tocˇke Ai drsnika v vodilo.






i − A˙iuiA. (2.48)
Komponenti relativne kontaktne hitrosti v smeri normale n in tangente t sta dolocˇeni
s projekcijo vektorja relativne hitrosti v posamezni smeri kot:
vn = δ˙ n, (2.49)
vt = δ˙ t. (2.50)
Modeliranje translatorne povezave z zracˇnostjo predstavlja vecˇji izziv kot vrtljiva po-
vezava z zracˇnostjo, saj obstaja vecˇ kontaktnih primerov. Na sliki 2.12 so predstavljeni
sˇtirje razlicˇni primeri kontaktov med drsnikom in vodilom, natancˇneje: slika 2.11(a)
prosto gibanje drsnika znotraj vodila, slika 2.11(b) kontakt drsnika in vodila v eni tocˇki,
slika 2.11(c) linijski kontakt drsnika in vodila na robu drsnika, ki je dolocˇen z dvema
tocˇkama, slika 2.11(d) kontakt drsnika in vodila v dveh tocˇkah na nasprotnih robovih
drsnika.
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(a) (b)
(c) (d)
Slika 2.12: Razlicˇni primeri kontaktov med drsnikom in vodilom: 2.12(a) brez
kontakta, 2.12(b) kontakt v eni tocˇki, 2.12(c) linijski kontakt na robu drsnika dolocˇen
z dvema tocˇkama, 2.12(d) kontakt v dveh tocˇkah na nasprotnih robovih drsnika.
2.4 Dinamika sistema togih teles
V teoriji kinematike je v primeru kinematicˇno gnanega sistema znan polozˇaj posame-
znega telesa v vsakem cˇasovnem trenutku, cˇe so znane vse prostostne stopnje sistema.
V primeru, da ena ali vecˇ prostostnih stopenj ni znanih v dolocˇenem cˇasovnem tre-
nutku, je potrebno uporabiti dinamsko analizo, ki temelji na znanih vrednostih sil v
sistemu. Sˇtevilo izdelanih enacˇb je enako sˇtevilu neznank. V primeru prostega gi-
banja teles brez kinematicˇnih povezav je oblika enacˇb sistema enaka kot po definiciji
z uporabo Newton-Eulerjevih enacˇb, medtem ko so v primeru prisotnih kinematicˇnih
povezav v sistemu lahko dinamske enacˇbe razlicˇnih oblik. Nekateri pristopi izdelajo
relativno velik sistem dinamskih enacˇb z uporabo enacˇb sil v kinematicˇnih poveza-
vah, medtem ko so v drugih primerih gibalne enacˇbe enake sˇtevilu prostostnih stopenj
sistema [31].
2.4.1 Vektor posplosˇene sile
V dinamskem sistemu je lahko prisotna zunanja sila, ki deluje na telo, oznacˇena je kot
Qe, medtem ko je sila, ki je dolocˇena z drugim odvodu kinematicˇne omejitvene enacˇbe
po cˇasu, enacˇba (2.13), oznacˇena kot Qt in je odvisna od vrste kinematicˇne povezave.
19
2.4. Dinamika sistema togih teles
2.4.1.1 Posplosˇena zunanja sila Qe
Vektor Qe predstavlja posplosˇeno zunanjo silo, ki delujejo na posamezno telo. Na sliki
2.13 je predstavljeno togo telo i v ravnini, na katerega deluje moment M i in vektor sile
Fi.
Slika 2.13: Vektor sile.








Virtualno delo za silo Fi in moment M i, ki delujeta na telo i je:
δW i = FiδriP +M
iδθi (2.52)






V enacˇbo (2.52) vstavimo izraz (2.53) in sledi:
































2.4.1.2 Posplosˇena sila Qd
Vektor posplosˇene sile Qd vkljucˇuje cˇlene odvisne od kvadratov hitrosti [40]. Dolocˇen je
z dvakratnim odvajanjem povezovalnih enacˇb C(q, t) po cˇasu, saj je potrebno zagotoviti
povezovalne enacˇbe na nivoju pospesˇkov:
Qd = Cqq¨ = − (Cqq˙)q˙ − 2Cqtq˙−Ctt, (2.55)
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kjer je vektor Qd odvisen od Jacobijeve matrike povezovalne enacˇbe Cq(q, t), zato je






























































Vektor Qd pri nepomicˇni povezavi je razsˇirjen vektor Qd vrtljive povezave, kot je pri-






Na sliki 2.14 je prikazan torzijski element, ki povezuje telesi i in j, v ravnini. Sestavljen
je iz torzijske vzmeti in dusˇilke. Togost torzijske vzmeti ima oznako k in koeficient
dusˇenja je oznacˇen kot c.
Slika 2.14: Prikaz torzijskega elementa vzmet-dusˇilka.
Moment torzijskega elementa sestavljenega iz vzmeti in dusˇilke je:
Ms = kr (θ − θ0) + c θ˙, (2.59)
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kjer je z oznako θ oznacˇen relativni zasuk med telesoma in z oznako θ0 je oznacˇen
zacˇetni relativni zasuk med telesoma. Relativni zasuk θ med telesoma i in j je dolocˇen
kot:
θ = θi − θj. (2.60)
Virtualno delo momenta Ms je:
δW = −Ms δθ = −
[
k (θ − θ0) + c θ˙
]
δθ. (2.61)
V enacˇbi (2.62) je izraz za relativni kot zasuka θ zamenjan z enacˇbo (2.60):
δW = −
[
k (θ − θ0) + c θ˙
] (
δθi − δθi)
δW = Qiθ δθ
i +Qjθ δθ
j. (2.62)




























Na sliki 2.15 je prikazan translatorni element, ki povezuje dve telesi i in j, v ravnini.
Sestavljen je iz translatorne vzmeti, dusˇilke in aktuatorja. Togost vzmeti ima oznako k,
koeficient dusˇenja je c in z fa je oznacˇena sila aktuatorja. Mesto pritrditve elementa na
telo i je Pi in Pj na telesu j. Polozˇaj tocˇk pritrdive elementa v lokalnem koordinatnem
sistemu telesa je oznacˇen kot uiP in u
j
P .
Slika 2.15: Prikaz translatornega elementa vzmet-dusˇilka-aktuator.
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Sila translatornega elementa sestavljenega iz vzmeti, dusˇilke in aktuatorja je:
fs = k (l − l0) + c l˙ + fa, (2.64)
kjer je trenutna dolzˇina vzmeti l in neobremenjena dolzˇina vzmeti l0 ter l˙ je odvod po
cˇasu. Virtualno delo elementa je dolocˇeno kot:
δW = −fsδl (2.65)







































Za posamezno telo je vektor koordinat definiran z izrazom (2.51). Virtualno delo















kjer je Iˆ enotski vektor v smeri vektorja rijP in z oznako Q
i in Qj oznacˇena generalizirana








































kjer je parameter fs definiran z izrazom (2.64), dolzˇina vzmeti l je definirana z izrazom








2.4.2 Dinamika sistema teles z omejitvami
Za izvedbo analize dinamike sistema teles z omejitvami je najprej potrebno oblikovati
gibalne enacˇbe, ki popiˇsejo gibanje sistema. Na sliki 2.16 je predstavljen dinamski
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sistem, ki sestoji iz: medsebojno povezanih togih in prozˇnih teles, sil (obremenitev) in
kontaktov.
Slika 2.16: Abstraktna predstavitev dinamskega sistema s kljucˇnimi elementi: telesa,
povezave in sile.
Kinematicˇne povezave so lahko matematicˇno zapisane kot:
C (q, t) = 0, (2.72)
kjer je C(q, t) = [C1(q, t), C2(q, t), . . . , Cnc(q, t)]
T vektor linearno neodvisnih povezo-
valnih enacˇb, in je nc sˇtevilo povezovalnih enacˇb.
Vektor sil Qc, ki so prisotne v kinematicˇnih povezavah, lahko z metodo Lagrangevih
mnozˇiteljev zapiˇsemo kot:
Qc = −CTqλ. (2.73)
Za celoten sistem teles zapiˇsemo gibalne enacˇbe:
Mq¨ = Qe + Qc. (2.74)














Enacˇba (2.75) za dinamski sistem z nb telesi predstavlja razsˇirjen sistem 3 × nb dife-
rencialnih in nc algebraicˇnih enacˇb (angl. Differential-Algebraic Equations - DAEs),
kjer je: M diagonalna masna matrika, Cq Jacobijeva matrika omejitvenih enacˇb, Qe
vektor zunanjih sil, Qd vektor, ki vkljucˇuje cˇlene kvadratov hitrosti in je dolocˇen z
enacˇbo (2.55), ter kot vektorja neznank q¨ vektor pospesˇkov izrazˇen v absolutnih koor-
dinatah sistema in λ vektor Lagrangevih mnozˇiteljev, ki z enacˇbo (2.73) neposredno
dolocˇa velikosti generaliziranih sil v kinematicˇnih povezavah (omejitvah). Podrobnejˇsa
primerjava metod za dolocˇitev neznank sistema je predstavljena v [41].
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2.4.2.1 Resˇitev sistema gibalnih enacˇb
Enacˇba (2.75) v cˇasu t predstavlja sistem diferencialnih in algebraicˇnih enacˇb z ne-
znankama vektorjem pospesˇkov q¨ in vektorjem Lagrangevih mnozˇiteljev λ, ki se ju





. V nadaljevanju je sistem diferencialnih enacˇb 2. reda velikosti
3 × nb preoblikovan v sistem diferencialnih enacˇb 1. reda velikosti 6 × nb, saj vecˇina
integracijskih metod omogocˇa integracijo sistema diferencialnih enacˇb 1. reda. Preo-
blikovanje sistema diferencialnih enacˇb na 1. red je izvedeno z dolocˇitvijo pomozˇnih








. V naslednjem koraku se
izvede numericˇna integracija pomozˇnega vektorja y˙t za dolocˇitev pomozˇnega vektorja




. Tako sta dolocˇena vektorja stanja dinamskega
sistema pomikov q ter hitrosti q˙ v cˇasu t + h. Z drugimi besedami povedano, proces
numericˇne integracije vektorja hitrosti q˙ in vektorja pospesˇkov q¨ v cˇasu t dolocˇi vektor
pomikov q in hitrosti q˙ v cˇasu t+ h.
V primeru nicˇelnih elementov v glavni diagonali matrike sistema (mi = 0 ali Ji =
0) ali slabe pogojenosti matrike je priporocˇljiva uporaba metod delnega ali polnega
pivotiranja. Ob prisotnosti odvecˇnih kinematicˇnih povezav, je sistem enacˇb predolocˇen,
in je najprej potrebno dolocˇiti linearno neodvisni sistem enacˇb.
2.4.2.2 Direktni inverz matrike sistema
Literatura [35] za dolocˇitev inverza matrike sistema enacˇb (2.75) predlaga analiticˇno
























Pri tem postopku se predpostavi, da obstaja inverz masne matrike M oz. ko je de-
terminanta matrike M razlicˇna od nicˇ. Opazimo, da je pri dolocˇitvi inverza matrike
sistema potrebno izracˇunati samo inverz matrike:
CqM
−1CTq , (2.77)
kjer je pri obravnavi sistema togih teles masna matrika M konstantna in se lahko njen
inverz dolocˇi pred zacˇetkom integracije, medtem ko je ob vsakem cˇasovnem koraku
potrebno dolocˇiti Jacobijevo matriko Cq kot tudi zgornjo matriko (2.77).
Vektorja neznank q¨ in λ v cˇasu t sta dolocˇena z resˇitvijo sistema enacˇb (2.75), kjer je













Za dolocˇitev vektorjev pomika q in hitrosti q˙ dinamskega sistema v cˇasu t+h je izdelan




. Z numericˇno integracijo izdelanega vektorja y˙t sta
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2.4.2.3 Baumgartejeva stabilizacijska metoda
V primeru numericˇnih simulacij, ki trajajo dalj cˇasa, pride do pojava, ko zacˇetne ome-
jitvene enacˇbe ne izpolnjujejo vecˇ predpisanih pogojev dolocˇenih s kinematicˇnimi po-
vezavami C (q, t), enacˇba (2.13), tekom cˇasovne integracije. Vzrok za odstopanje je
lahko proces integracije ali nenatancˇno dolocˇeni zacˇetni pogoji. Pri resˇevanju enacˇbe
(2.75) resˇujemo enacˇbi (2.73) in (2.74), vendar je znano, da enacˇba (2.73) predstavlja
nestabilen sistem, kar pomeni, da vektorja C in C˙ ob perturbacijah ne konvergirata k
nicˇ [43]. Baumgartejeva stabilizacijska metoda (BSM) dopusˇcˇa, da vrednosti povezo-
valnih enacˇb rahlo odstopajo preden le-te popravimo. Metoda enacˇbo (2.21) nadomesti
z izrazom:
C¨ + 2αC˙ + β2C = 0 (2.79)
Enacˇba (2.80) predstavlja diferencialno enacˇbo sistema s povratno zanko glede na ki-



























Slika 2.18: Nestabilen ali labilen sistem.
Ideja metode je, da se dusˇenje omejitvenih enacˇb pospesˇkov izvede z omejitvenimi










Qd − 2α (Cqq˙ + Ct)− β2C
]
. (2.80)
Nejasnost, ki se pojavi pri uporabi te metode je izbira ustreznih vrednosti vhodnih
parametrov α in β. Priporocˇljivo je, da izbrane vrednosti izpolnjujejo pogoje α > 0
in β 6= 0 [44], medtem ko lahko neustrezna izbira parametrov privede do napacˇnih
rezultatov. Baumgarte je izpostavil, da sta vrednosti α = β = 5 dovolj dobra izbira za
dinamske sisteme, ki vkljucˇujejo toga telesa [32].
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2.4.2.4 Metoda delitve koordinat
Metoda delitve koordinat zmanjˇsa napake pomikov in hitrosti, ki bi se lahko kopicˇile
tekom cˇasovne integracije, nad dolocˇeno sprejemljivo vrednost. Za ravninski dinamski
sistem, ki je sestavljen iz nb teles in je vektor koordinat sistema q velikosti nq ter je
sˇtevilo povezovalnih enacˇb enako nc. Jacobijeva matrika kinematicˇnih povezovalnih
enacˇb Cq je velikosti nc × nq, kjer je nq sˇtevilo stolpcev in nc sˇtevilo vrstic.
Pri tej metodi je najprej potrebno dolocˇiti neodvisne qi in odvisne qd koordinate sis-
tema. Nato se integracija izvede samo z neodvisnimi koordinatami za dolocˇitev hitrosti
in pospesˇkov [31, 32].
Dolocˇitev neodvisnih in odvisnih koordinat sistema se lahko izvede z razcepom matrike,
primerno orodje je Gaussova eliminacija z delnim ali QR razcep [45]. Za dinamski
sistem z nq koordinatami in s sˇtevilom omejitvenih enacˇb nc je Jacobijeva matrika Cq
reda nc × nq, kjer je sˇtevilo elementov v vrstici enako sˇtevilu elementov vektorja q.
Jacobijevo matriko reda n× nc oznacˇimo z Cq in z razcepom matrike dobimo:
Cq →
[nc − k] [nq − (nc − k)][ ]
B R [nc − k]
S D [k]
(2.81)
Predpostavi se, da je sˇtevilo odvecˇnih vrstic enako k in sˇtevilo odvisnih povezovalnih
enacˇb enako nc− k. S polnim pivotiranjem se odvecˇne povezovalne enacˇbe pomaknejo
v spodnje vrstice. Matrika B je nesingularna matrika velikosti (nc − k) × (nc − k) in
dolocˇa odvisne koordinate, medtem ko je matrika R velikosti (nc − k)× (nq − nc + k)
in dolocˇa neodvisne koordinate.
Cˇe predpostavimo, da dinamski sistem ne vsebuje odvecˇnih kinematicˇnih povezav, kar
bi lahko predstavljalo predolocˇen sistem v smislu kinematicˇnih povezav, ali so odvecˇne







Taksˇen zapis enacˇbe (2.82) je enake oblike kot podmatrika [B R] v enacˇbi (2.81).
Vektor koordinat q je lahko podobno razdeljen na dva dela, natancˇneje: na vektor






















Vektor pospesˇkov sistema q¨ je lahko dolocˇen z resˇitvijo sistema enacˇb (2.75). V cˇasu
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Odvisne hitrosti in pomiki so dolocˇeni z uporabo omejitvenih enacˇb za hitrosti in
pomike. Tako je vektor hitrosti dolocˇen kot:
Cqq˙ = Cqdq˙d + Cqiq˙i. (2.85)
Vektor odvisnih hitrosti q˙d je dolocˇen z resˇitvijo sistema:
Cqdq˙d = Cqq˙−Cqiq˙i. (2.86)
Vektor odvisnih koordinat qd je dolocˇen z enacˇbo ob znanem vektorju neodvisnih ko-
ordinat qi:
qd = −Cdiqi,
kjer je matrika Cdi dolocˇena kot:
Cdi = −C−1qdCqi, (2.87)
in sta matriki Cqd in Cqi dolocˇeni z razcepom matrike Cq, enacˇba (2.82).
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2.5 Dinamika sistema prozˇnih teles
V okviru dinamike sistema prozˇnih teles se obravnava deformabilna telesa, ki so izpo-
stavljena deformacijam, katere lahko znatno vplivajo na gibanje samega telesa. Ker so
lahko mehanski sistemi sestavljeni iz togih in prozˇnih teles, je smiselno ustrezno obrav-
navati deformacije teles, saj lahko znatno vplivajo na dinamski odziv celotnega sistema.
Klasicˇna metoda koncˇnih elementov definira prostostne stopnje v posameznem vozliˇscˇu
z uporabo vektorja pomikov in kota zasuka, medtem ko se v primeru metode AVK za-
suki nadomestijo z gradient vektorji. Za ustrezno obravnavo deformacije prozˇnega
telesa je uporabljeno sˇtevilo koordinat precej vecˇje kot v primeru modeliranja s togimi
telesi, saj so poleg togega premika telesa potrebne sˇe dodatne koordinate v vozliˇscˇih za
popis deformacije prozˇnega telesa.
Tehnolosˇki napredek je omogocˇil tudi hiter razvoj novih metod, saj je njihova prakticˇna
uporaba precej odvisna tudi od racˇunskega cˇasa. Za modeliranje prozˇnih teles se po-
gosto uporabljajo naslednje metode: metoda s pomicˇnim koordinatnim sistemom [4,
5], metoda koncˇnih elementov z inkrementalno formulacijo [6], metoda vektorja zasu-
kov (nosilcˇni koncˇni element) [7], metoda koncˇnih segmentov [8] in metoda absolutnih
vozliˇscˇnih koordinat - AVK (angl. Absolute Nodal Coordinate Formulation - ANCF )
[9, 10].
2.5.1 Metoda absolutnih vozliˇscˇnih koordinat
Metoda absolutnih vozliˇscˇnih koordinat je v osnovi metoda koncˇnih elementov, vendar
primerna za popis majhnih in velikih deformacij ter pomikov v dinamskih sistemih
[46]. Kljucˇna lastnost te metode je vkljucˇitev vektorjev, ki opisujejo naklone (gradi-
entne vektorje) v posamezni smeri v vozliˇscˇu, k vektorju koordinat vozliˇscˇa koncˇnega
elementa1, ki so zapisani v globalnem koordinatnem sistemu. V pristopu pomicˇnega ko-
ordinatnega sistema masna matrika ni konstantna, saj je potrebno vkljucˇiti nelinearno
dinamsko sklapljanje med premikom in elasticˇno deformacijo.
Koordinati poljubne tocˇke na nevtralni osi sta za primer Euler-Bernoulijevega no-








a1 + a2 x1 + a3 x
2
1 + a4 x
3
1
a5 + a6 x1 + a7 x
2





kjer je x1 koordinata v koordinatnem sistemu nosilca, kot je predstavljeno na sliki 2.19
in so ai (i = 1, . . . ,8) koeficienti kubicˇnega polinoma. Enacˇba (2.88) je lahko v krajˇsi
obliki zapisana kot [12]:
rj = X a, (2.89)
kjer sta X in a dolocˇena kot:
X =
[
1 x x2 x3 0 0 0 0
0 0 0 0 1 x x2 x3
]
(2.90)
a = [a1, . . . ,a8]
T , (2.91)
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a)
b)
Slika 2.19: Krajevni in gradient vektorji posameznega vozliˇscˇa nosilcˇnega elementa v
a) neobremenjenem in b) obremenjenem stanju.
Vozliˇscˇne koordinate j-tega elementa se lahko dolocˇijo z uporabo interpolacijskih funk-
cij kot:
ej = X a, (2.92)
kjer je e = [e1, . . . ,e8]
T vektor vozliˇscˇnih koordinat in matrika X dolocˇena kot:
X =

1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
1 l l2 l3 0 0 0 0
0 0 0 0 1 l l2 l3
0 1 2l 3l2 0 0 0
0 0 0 0 0 1 2l 3l2

. (2.93)






inverz matrike X. Z uporabo enacˇb (2.89) in (2.94) je polje pomikov j-tega





rj = S ej, (2.96)
kjer je S matrika oblikovnih funkcij koncˇnega elementa. Za primer Euler-Bernoulli-
jevega nosilca je matrika oblikovnih funkcij S velikosti 2× 8 in dolocˇena kot [9]:
S = [S1I S2I S3I S4I]
T , (2.97)
1In tudi strukture, ki je zgrajena iz koncˇnih elementov.
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kjer je I enotska matrika velikosti 2× 2 in so oblikovne funkcije S1 . . . S4 zapisane kot:
S1 = 1− 3ξ2 + 2ξ3
S2 = l
(






Slika 2.20: Ravninski nosilcˇni element.







= Sj(x) ej(t) , (2.99)
kjer je vektor absolutnih vozliˇscˇnih koordinat elementa oblike:
e = e (t) = [e1 . . . e8]
T . (2.100)
Metoda absolutnih vozliˇscˇnih koordinat z uporabo vektorjev gradientov namesto kotov
zasuka omogocˇa popis zahtevnejˇsih oblik z manjˇsim sˇtevilom koncˇnih elementov. Na
sliki 2.21 je prikazana oblika koncˇnega elementa zacˇetne dolzˇine l = 5, ki je dolocˇen z
vektorjem vozliˇscˇnih koordinat:
e = [−1 1 + 2 − 3 1.5 1.5 − 3 − 2]T . (2.101)






ρ r dV, (2.102)
kjer sta m masa in V volumen koncˇnega elementa. Za primer ravninskega koncˇnega
elementa s konstantnim prerezom A in konstantno gostoto ρ0 se lahko vse spremenljivke







ρ0 r dx (2.103)
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Slika 2.21: Oblika koncˇnega elementa.






















Za zapis gibalnih enacˇb koncˇnega elementa v absolutnih vozliˇscˇnih koordinatah je po-
trebno dolocˇiti vektor elasticˇnih sil Qk in vektor zunanjih sil Qe. Vektor elasticˇnih sil











V primeru uporabe premicˇnega koordinatnega sistema je masna matrika konstanta
samo za 2-dimenzionalne koncˇne elemente, medtem ko v primeru masne matrike na
osnovi zapisa velikih zasukov za 3-dimenzionalne koncˇne elemente matrika ni konstan-
tna [48]. Metoda absolutnih vozliˇscˇnih koordinat lahko z matriko oblikovnih funkcij in
vektorjem vozliˇscˇnih koordinat pravilno popiˇse velike rotacije togega telesa [49].
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2.5.1.1 Zapis masne matrike









T δ r dV, (2.107)
kjer sta ρ0 gostota in V volumen v zacˇetnem polozˇaju. Enacˇbo (2.107) lahko ob









Posplosˇeno vztrajnostno silo lahko zapiˇsemo s pomocˇjo masne matrike kot:
W ji = e¨
TMjδe, (2.109)





T S dV (2.110)
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2.5.1.2 Model nosilca
Polozˇaj nosilcˇnega elementa ob cˇasu t je lahko dolocˇen parametricˇno z enacˇbo:
r = r(x) , 0 ≤ x ≤ l, (2.112)
kjer je r vektor koordinat na poljubni tocˇki na osi nosilca in x krajevni parameter.














Osna deformacija l je po Lagrangevemu pristopu dolocˇena kot povezava med trenutnim
in zacˇetno dolzˇino neskoncˇno majhnega delcˇka nosilca kot:






r′Tr′ − 1) . (2.117)


















kjer je S,ξ odvod oblikovne funkcije S, enacˇba (2.97), glede na brez-dimenzijski para-
meter ξ. Z uporabo enacˇbe (2.99) sledi:
r′Tr′ = eTS′TS′e. (2.121)
Z vstavitvijo enacˇbe (2.121) v enacˇbo (2.117) in uposˇtevanjem izraza za Sl (2.119) je
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kar je lahko zapisano tudi kot:
Ql = Kle, (2.125)





















2.5.1.3 Zapis osne togostne matrike
V kolikor se predpostavi konstantno osno deformacijo l vzdolzˇ nosilcˇnega elementa, se




Sledξ = EAllSle, (2.130)






kjer je d razdalja med vozliˇscˇema na elementu in je dolocˇena kot:
d =
√
(e5 − e1)2 + (e6 − e2)2. (2.132)
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Ob predpostavki konstantne osne deformacije se lahko togostno matriko v osni smeri






















































Zgornja matrika, enacˇba (2.133), ima enostavno obliko in je podobna togostni matriki,
predstavljeni v [51].
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2.5.1.4 Zapis upogibne togostne matrike
V tem modelu je uporabljen enostavnejˇsi izraz za ukrivljenost, enacˇba (2.127). Z
uporabo enacˇbe (2.96) sledi:
κ2 = eS′′TS′′e. (2.134)










V kolikor sta modul elasticˇnosti E in vztrajnostni moment prereza I konstantna, je za





12 0 6L 0 −12 0 6L 0
12 0 6L 0 −12 0 6L
4L2 0 −6L 0 2L2 0
4L2 0 −6L 0 2L2







Konstantna togostna matrika, enacˇba (2.137), je podobna togostni matriki, ki se upo-
rablja v linearni strukturni dinamiki. Vektor elasticˇnih sil je tako:
Qt = Kte. (2.138)
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2.5.1.5 Energija koncˇnega elementa













Potencialna energija j-tega nosilcˇnega elementa, ki je posledica delovanja porazdeljene
gravitacijske sile, je izracˇunana kot:




jTdx = mjgrg (2.141)
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2.5.1.6 Posplosˇena zunanja sila Qe
Vektor posplosˇenih zunanjih sil Qe, ki delujejo na j-ti nosilcˇni koncˇni element, je
dolocˇen s pomocˇjo virtualnega dela. Na sliki 2.22 je prikazan j-ti nosilcˇni koncˇni ele-
ment, na katerega delujeta zunanja sila Fj in moment M j v tocˇki P dolocˇeni z lokalno
koordinato ξ v koncˇnem elementu in v inercialnem koordinatnem sistemu z vektorjem
rjP .
Slika 2.22: Zunanja sila in moment.
Virtualno delo zaradi delovanja zunanje sile FjP in momenta M
j
P na j-ti koncˇni element
zapiˇsemo kot:






kjer je δϕj variacija kota zasuka v tocˇki P in je z izbranimi absolutnimi vozliˇscˇnimi














































Virtualno delo upogibnega momenta ob uposˇtevanju izrazov (2.96) in (2.97) zapiˇsemo
kot:
δW jM = M
j
P δϕ
j = M jP
(S′1 (ξP ) e







Virtualno delo zunanje sile je lahko potem zapisano kot:
δW jF = F
jT
P S (ξP ) δe
j (2.146)
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2.5.1.7 Povezovanje elementov
S ciljem dolocˇitve gibalnih enacˇb deformabilnega telesa je potrebno koncˇne elemente,
ki tvorijo domeno deformabilnega telesa, ustrezno povezati v vozliˇscˇnih. Vektor abso-












kjer je ej vektor absolutnih vozliˇscˇnih koordinat j-tega koncˇnega elementa in je ne
sˇtevilo vseh koncˇnih elementov. Vektor e predstavlja absolutne vozliˇscˇe koordinate
povezanih koncˇnih elementov in je lahko tako dolocˇen vektor absolutnih vozliˇscˇnih
koordinat j-tega elementa zapisan kot:
ej = Bj e, (2.148)
kjer je Bj Booleanova matrika, ki dolocˇa povezovalne pogoje [9]. Booleanova matrika
je v splosˇnem nicˇelna matrika z dodatnimi enotskimi podmatrikami v vozliˇscˇih, ki
nastopajo tudi kot vozliˇscˇa pri popisu prozˇnega telesa. Velikost Boolenanove matrike
koncˇnega elementa, ki je vkljucˇeno v prozˇno telo sestavljeno iz ne koncˇnih elementov, je
dolocˇena kot: sˇt. vrstic je enako sˇt. absolutnih vozliˇscˇnih koordinat koncˇnega elementa
(8 za koncˇni element Euler-Bernoulli) in sˇt. stolpcev je enako sˇt. absolutnih vozliˇscˇnih
koordinat prozˇnega telesa.
Prozˇno telo je lahko zgrajeno iz mnogo koncˇnih elementov tipa AVK in se lahko dolocˇi



















kjer je Bij konstantna Booleanova matrika. Za primer prozˇnega telesa, sestavljenega iz
dveh AVK koncˇnih elementov tipa Euler-Bernoulli, slika 2.23, je Booleanova matrika
velikosti 8× 12 in je za vsak koncˇni element dolocˇena kot:
B0 =

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

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B1 =

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1





V splosˇnem je modeliranje kontakta v dinamskih sistemih sestavljeno iz dveh delov,
natancˇneje: zaznavanje kontakta in dolocˇitev dinamskega odziva sistema. Zaznava-
nje kontakta je zahteven in aktualen problem na razlicˇnih podrocˇjih kot so: metoda
koncˇnih elementov, robotika, vozila ... [53]. V dinamiki sistema togih teles s kontakti
je kljucˇna izbira in uporaba konstitutivnega kontaktnega modela, ki ustrezno popiˇse
obravnavan dogodek kontakta (trka). Lastnosti kontakta, ki vplivajo na dinamiko teles
v sistemu, so odvisne od parametrov, kot so: posplosˇena togost kontakta K in koefici-
ent dusˇenja kontakta cr, kar je predstavljeno v poglavju 2.6.2. Te parametre se lahko
dolocˇi analiticˇno [54] ali eksperimentalno [55]. V trenutku trka se del mehanske energije
izgubi, to poimenujemo kot disipacija energije, in je predstavljena v faznem diagramu
kontaktne sile v odvisnosti od globine deformacije (prodiranja ali zajedanja) [56]. Del
izgubljene energije se lahko v okolici zazna kot poviˇsana temperatura, vibracije, zvok,
itd. [57], kot je prikazano na sliki 2.30. Tako je ustrezno modeliranje kontaktov med
telesi in dolocˇitev kontaktnih lastnosti kljucˇno za kakovostno modeliranje dinamskih
sistemov. Omenjen pristop uporabljajo tudi komercialni programski paketi za resˇevanje
kontaktnih problemov [58, 59]. Pri uporabi modela zvezne kontaktne sile sta kljucˇni
lastnosti algoritma za iskanje globine prediranja njegova hitrost in robustnost. Na sliki
2.24 sta predstavljeni telesi pred kontaktom z oznacˇeno geometrijo.
x
y
Slika 2.24: Telesi pred kontaktom.
Na sliki 2.25 sta prikazani telesi med trkom in z oznacˇeno globino deformacije (prodi-
ranja) δ.
Vektor, ki povezuje dve potencialni kontaktni tocˇki P i in P j med telesoma, je definiran
kot:
d = rPj − rPi (2.152)
Vektor d je dolocˇen kot razdalja med robom (daljico) na telesu j, ki jo dolocˇata tocˇki
Rj in Qj oz. vektorja rjR in r
j
Q ter prosto tocˇko P
i s polozˇajem dolocˇenim z vektorjem
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Slika 2.25: Telesi v kontaktu.
riP na telesu i, kot je predstavljeno na sliki 2.26. Vektor normale n na posameznem
telesu je usmerjen iz telesa. V primeru, da je vektor razdalje d usmerjen v isti smeri
kot vektor normale v kontaktu n, ki jo dolocˇa rob telesa, je velikost vektorja d nega-
tivna, v primeru, da je smer vektorja razdalje d v nasprotni smeri kot vektor normale
v kontaktu n je velikost vektorja d pozitivna. Pozitivne vrednosti razdalje (velikosti
vektorja) predstavljajo oddaljevanje, medtem ko negativne vrednosti relativne odda-
ljenosti predstavljajo kontakt med dvema telesoma [56]. Velikost oz. dolzˇina vektorja
d je oznacˇena z δ.
x
y
Slika 2.26: Kontaktna geometrija tocˇka-rob.
Relativna normalna hitrost v kontaktu je dolocˇena s projekcijo vektorja kontaktne















V primeru relativne normalne hitrosti v kontaktu velja sledecˇe, pozitivne vrednosti
med kontaktnima tocˇkama dveh teles pomenijo, da se telesi priblizˇujeta, kar predstavlja
fazo kompresije, medtem ko negativna vrednost pomeni, da se telesi oddaljujeta, kar
predstavlja fazo restitucije (ali ekspanzije) [56].
Hitrost kontaktnih tocˇk P i in P j je v globalnem koordinatnem sistemu dolocˇena z





P , k = i, j. (2.155)
Predstavljen postopek obravnave kontakta med telesoma se lahko uporabi v primeru, da
je oblika posameznega telesa gladka in konveksna vsaj v okolici potencialnih kontaktnih
tocˇk, saj se tako kontaktno obmocˇje zmanjˇsa na eno samo tocˇko. Za bolj splosˇne oblike
teles je potrebna razsˇiritev [60], vendar pod pogojem, da je kontaktna ravnina enolicˇno
dolocˇena.
Na sliki 2.27 je predstavljen potek kontaktne sile v odvisnosti od globine deformacije
za linearni kontaktni model. Primer linearnega kontaktnega modela je model Kelvin-
Voigt. Na sliki 2.28 je predstavljen potek kontaktne sile v odvisnosti od globine de-
formacije za nelinearni kontaktni model z uposˇtevano izgubo energije. Prakticˇno vsi
kontaktni modeli vkljucˇujejo nelinearno povezavo med globino deformacije in kontaktno
silo, kar je predstavljeno v nadaljevanju. Na sliki 2.29 je predstavljen potek kontaktne
sile v odvisnosti od globine deformacije v dodatno trajno (plasticˇno) deformacijo.
Slika 2.27: Linearni kontaktni model z vkljucˇeno disipacijo energije.
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Slika 2.28: Nelinearni kontaktni model z vkljucˇeno disipacijo energije.





















Slika 2.30: Potek kineticˇne energije, [61].
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2.6.1 Zaznavanje kontakta
Pri analizi dinamike sistemov teles je kljucˇna dolocˇitev trenutka prehoda med kon-
taktnimi situacijami in prostim gibanjem (brez-kontaktnimi situacijami). V primeru
zveznega pristopa, ki temelji na kazenski metodi, je natancˇna dolocˇitev trenutka zacˇetka
ali konca trka sˇe posebej pomembna. Cˇe trenutek zacˇetka kontakta ni ustrezno zaznan,
lahko to privede do prevelikih kontaktnih sil, kar je posledica prevelike zacˇetne globine
prodiranja med dvema telesoma. Taksˇna numericˇna nepravilnost lahko povzrocˇi ume-
tno povecˇanje energije sistema, kar lahko privede do prekinitve numericˇne integracije v
primeru, ko so uporabljeni integracijski algoritmi s spremenljivim korakom in kontrolo
numericˇne napake. V izogib omenjenim numericˇnim tezˇavam je potrebno sprotno in
natancˇno spremljanje vrednosti tekom integracije. Saj se lahko napake sesˇtevajo, kar
lahko povzrocˇi, da so koncˇni rezultati napacˇni [62].
Cˇe so v dinamskem sistemu prisotna telesa z zelo razlicˇnimi velikostnimi razredi mas,
togosti ali hitrosti, potem lastne frekvence obsegajo sˇirok spekter, in lahko sistem
oznacˇimo kot tog [63]. Togost dinamskega sistema se znatno povecˇa, cˇe so v njem
prisotne nelinearne kontaktne sile, ki hitro spremenijo hitrosti in pospesˇke sistema. V
osnovi gibalne enacˇbe sistema predstavlja niz diferencialnih in algebraicˇnih enacˇb, ki
so dokaj obcˇutljive na odstopanja pri povezovalnih (algebraicˇnih) enacˇbah, kar lahko
povzrocˇi nepravilne spremembe mehanske energije sistema.
Integracijske metode za resˇevanje sistema diferencialnih enacˇb prvega reda, ki se upo-
rabljajo pri analizi dinamike sistema teles [64, 41], omogocˇajo prilagajanje velikosti
integracijskega koraka in sprejemanje ali zavracˇanje resˇitve v posameznem cˇasovnem
koraku. V raziskavi [62] avtorja Flores in Ambrosio predlagata metodo zaznavanja
kontakta, ki zagotavlja, da je prva (zacˇetna) globina prodiranja δ0 pod dolocˇeno pred-
pisano vrednostjo δtol. Na sliki 2.31 je predstavljen postopek za dolocˇitev natancˇnega
cˇasa kontakta in je z tc oznacˇen dejansko tocˇen cˇas trka, medtem ko t1, t2 in t3 pred-
stavljajo razlicˇne cˇase.
Slika 2.31: Prikaz dolocˇitve natancˇnega cˇasa kontakta.
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Zacˇetka kontakta je dolocˇen ob izpolnjevanju pogoja:
δ0 (q,t) · δ0 (q,t+ ∆t) ≤ 0 (2.156)
Ko je izpolnjen pogoj (2.156), je zacˇetek kontakta zaznan v cˇasu t+∆t. Pred sprejetjem
resˇitve v cˇasu t + ∆t je potrebno preveriti pogoj pri vseh na novo zaznanih kontaktih
v sistemu:
δtol ≤ δ0 (q,t+ ∆ttest) ≤ 0, (2.157)
kjer je δtol majhna vrednost, vendar negativna, kot na primer −10−8 m. Skratka, cˇe je
pogoj (2.157) izpolnjen, je trenutni cˇas t+ ∆t privzet kot trenutek zacˇetka kontakta.
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2.6.2 Modeli kontaktne sile
Hertz je ugotovil, da je kontaktna povrsˇina v splosˇnem elipticˇna. Hertz-ov zakon
definira kontaktni zakon, povezavo med kontaktno silo, Fn, in globino deformacije, δ,
kot nelinearno funkcijo slednje.
Fn = Kδ
n, (2.158)
kjer je K togost kontakta in je dolocˇena za kontaktne primere med telesi s preprosto
geometrijo. Za primer trka med dvema kroglama s polmeroma Ri in Rj je togost
kontakta dolocˇena kot [65]:
K =
4









k = i,j. (2.160)





3 (hi + hj)
. (2.161)
Za primer trka med dvema ravnima povrsˇinama je togost kontakta definirana kot [63]:
K =
a
0,475 (hi + hj)
(2.162)
in sta parametra Ek in νk poimenovana kot modul elasticˇnosti in Poissonov koeficient
in sta odvisna od materialnih lastnosti telesa. Oznaka R predstavlja polmer krogle in
oznaka a predstavlja polovico dolzˇine kontakta.
Izpostavimo lahko, da je, glede na definicijo polmer ukrivljenosti negativen za konkavne
povrsˇine in pozitiven za konveksne povrsˇine [66]. Oznaka δ predstavlja relativno pre-
diranje med dvema telesoma in n nelinearni eksponent, ki je dolocˇen glede na material
in geometrijo lokalnega obmocˇja kontaktnih teles.
Idealno elasticˇni modeli kontaktne sile ne vkljucˇujejo disipacije energije, ki je prisotna
v mehanskih sistemih. Posledicˇno ni mogocˇe popisati faze kompresije in ekspanzije
(restitucije) z uporabo Hertzovega kontaktnega modela.
2.6.2.1 Model Kelvin-Voigt
Model Kelvin-Voigt je osnovni model, ki vkljucˇuje disipacijo energije, in je sestavljen
iz linearne vzmeti in linearne dusˇilke [65]. Ta dva elementa sta povezana vzporedno,
tako je model kontaktne sile dolocˇen z enacˇbo:
Fn = Kδ +Dδ˙, (2.163)
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kjer prvi cˇlen predstavlja linearno elasticˇno komponento sile, medtem ko drugi cˇlen
predstavlja disipativno komponento sile (disipacijo energije) med trajanjem kontakta.
Parameter D predstavlja koeficient dusˇenja in δ˙ je relativna normalna hitrost v kon-
taktu. Zaradi enostavne uporabe in kljub nekaterim pomankljivostim je ta model
uporabljen v razlicˇnih raziskavah [37, 67, 68, 69]. Khulief in Shabana uporabita Kelvin-
Voigt model kontaktne sile za modeliranje trka v dinamskem sistemu z deformabilnimi
telesi [70]. V delu [71] je uporabljen omenjen model za izracˇun vertikalnih sil na pnev-
matiko v sklopu analize dinamskega odziva vozila.
Linearni model Kelvin-Voigt ni dovolj natancˇen, saj ne odrazˇa celotne nelinearnosti pri
trku in je primeren samo za uporabo pri vecˇjih kontaktnih hitrostih [56]. Dubowsky in
sod. v raziskavi [72] predlagajo, da je disipativna komponenta kontaktne sile nelinearna
funkcija relativnega prediranja (deformacije) in relativne normalne kontaktne hitrosti.
Omenjeni model ima nekatere pomankljivosti natancˇneje, v trenutku zacˇetka kontakta,
ko je relativna globina prediranja enaka nicˇ, je disipativna komponenta kontaktne sile
razlicˇna od nicˇ, kar ni fizikalno konsistentno. Saj morajo v trenutku zacˇetka kontakta
biti elasticˇna in disipativna komponenta kontaktne sile enaki nicˇ. Ob koncu kontakta,
tj. ob koncu faze restitucije, je globina prodiranja ponovno enaka nicˇ, relativna kontak-
tna hitrost je negativna, posledicˇno je negativna tudi kontaktna sila. Kar pa dejansko
ni mogocˇe, saj se telesi ne moreta privlacˇiti. Na celotnem cˇasovnem intervalu traja-
nja kontakta je koeficient dusˇenja konstanten. Rezultat tega je enakomerna disipacija
energije med fazo kompresije in restitucije, kar, ponovno ni fizikalno konsistentno [73,
74].
2.6.2.2 Model Hunt-Crossley
Model Hunt-Crossley predstavlja realnejˇsi popis kontakta. V delu [75] avtorja Hunt in
Crossley predstavita idejo, da mora biti eksponent koeficienta dusˇenja enak eksponentu
elementa linearne (sile) vzmeti. Kontaktna sila je sestavljena iz Hertzovega zakona in
nelinearnega visko-elasticˇnega elementa in je oblike:
Fn = Kδ
n + χδnδ˙, (2.164)






(1− cr) , (2.165)
kjer je δ˙0 zacˇetna kontaktna hitrost v normalni smeri (zacˇetna hitrost deformacije) in
cr koeficient restitucije. V enacˇbo (4.14) vstavimo izraz (2.165) faktorja dusˇenja in











Zaradi tezˇav pri dolocˇanju vrednosti kontaktnih lastnosti, tj. togosti in koeficienta
dusˇenja, Guess in sod. v raziskavi [76] uporabijo rezultate analize z metodo koncˇnih
elementov za dolocˇitev vrednosti teh lastnosti. Izpostavimo, da je model Hunt-Crossley
uporaben za primere, ko je koeficient restitucije visok, kar je predstavljeno tudi v [77,
78].
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2.6.2.3 Model Herbert-McWhannell
Model Herbert-McWhannell kontaktne sile kot glavni vpliv na izgubo mehanske ener-
gije pri trku uporablja koeficient restitucije cr [79]. V tem modelu sta avtorja Herbert




(2cr − 1)2 + 3
K
δ˙0
(1− cr) . (2.167)












Omenjeni kontaktni model lahko gledamo kot izpopolnjen model Hunt-Crossley. Raz-
lika med faktorjema histereznega dusˇenja, definiranega z enacˇbama (2.165) in (2.167),
je 1,5% [79]. Ta kontaktni model je bil vecˇinoma uporabljen pri dinamski analizi
zobniˇskih parov [80, 81].
2.6.2.4 Model Lee-Wang
Avtorja Lee in Wang v prispevku [82] predlagata nov faktor histereznega dusˇenja.
Glavni cilj je bil zagotovitev robnih pogojev histerezne zanke dusˇenja, natancˇneje:
vrednost disipativne komponente kontaktne sile je enaka nicˇ, ko je vrednost relativnega
prediranja enaka nicˇ in ko je relativna normalna hitrost v kontaktu enaka nicˇ. Faktor






(1− cr) . (2.169)












Predlagan model je relativno enostaven za uporabo, ampak ni pogosto uporabljen pri
resˇevanju kontaktih problemov v dinamiki sistemov teles.
2.6.2.5 Model Lankarani-Nikravesh
Med najbolj pogosto uporabljenimi modeli kontaktne sile je model Lankarani-Nikravesh
[83]. Faktor histereznega dusˇenja je dolocˇen glede na izgubo kineticˇne energije kot po-
sledica notranjega dusˇenja. Glede na kineticˇno energijo pred in po trku je izguba
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kineticˇne energije izrazˇena kot funkcija koeficienta restitucije, cr, in normalne kompo-









kjer je m ekvivalentna masa. Izguba kineticˇne energije je dolocˇena z integriranjem
kontakte sile po histerezni zanki. Cˇe privzamemo, da je karakteristika kontaktne sile v





























Enacˇba (4.16) velja samo za primere, ko je zacˇetna relativna normalna hitrost v kon-






kjer je ρ specificˇna gostota materiala.
Model kontaktne sile je primeren za uporabo pri splosˇnih mehanskih kontaktih, sˇe
posebej v primerih, kjer je delezˇ izgubljene energije relativno majhen, natancˇneje:
enacˇba (4.16) ustreza primerom, ko je koeficient restitucije blizˇje ena kot nicˇ (bolj
elasticˇen trk). Shivaswamy je predstavil, da v primeru majhnih kontaktnih hitrosti,
notranje dusˇenje najbolj vpliva na disipacijo energije [84]. Kontaktni model Lankarani-
Nikravesh je bil uporabljen pri resˇevanju razlicˇnih dinamskih problemov [39, 85, 86].
2.6.2.6 Model Gonthier in sod.
Gonthier in sod. so razvili model kontaktne sile, ki je primeren za vecˇje kontaktne







kjer d predstavlja brezdimenzijski faktor, definiran kot:
1 +
d
cr (1− d) = e
d(1+ 1cr ) (2.177)
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in se ga lahko aproksimira z izrazom:
d ≈ 1− c2r. (2.178)











Model kontaktne sile (2.179) je v vecˇini primerov sila, izrazˇena kot eksplicitna funkcija
kontaktnega volumna in kontaktne volumske togosti. Tako je enota kontaktne sile sila
na enoto volumna. Tezˇava se pojavi pri oceni parametra volumske togosti.
2.6.2.7 Model Zhiying-Qishao
Avtorja Zhiying in Qishao sta razvila model kontaktne sile [87], kjer je faktor histere-
znega dusˇenja definiran kot:
χ =
















Predstavljeni model je bil predlagan in uporabljen v sklopu analize kontakta s ci-
ljem dolocˇiti povezavo med koeficientom restitucije, kontaktnimi parametri in disipacijo
energije tekom kontakta.
2.6.2.8 Model Flores in sod.
Flores in sod. v raziskavi [88] predlagajo model, ki je primernejˇsi za trke, kjer so priso-
tni mehkejˇsi materiali. Izgubo kineticˇne energije se lahko dolocˇi kot funkcijo koeficienta
restitucije in kontaktne hitrosti na zacˇetku kontakta, kot definira enacˇba (2.172). Iz-
guba kineticˇne energije se lahko oceni tudi z integralom poteka kontaktne sile glede na
globino deformacije. Flores in sod. v raziskavi dolocˇijo izgubo energije kontakta na








kjer je δmax najvecˇja globina deformacije pri trku. Z enacˇenjem enacˇb (2.171) in (2.182)




















Omeniti je potrebno, da je kontaktni model (2.184) primeren za obravnavo trkov med
dobro elasticˇnim in pretezˇno togim materialom v kontaktu [56]. Tako je dobljen izraz
podoben modelu (2.179), ki ga predlagajo Gonthier in sod. .
2.6.2.9 Model Hu-Guo
Kontaktni model Hu-Guo je bil izdelan s ciljem za uporabo pri trkih z mehkejˇsimi
materiali, ki imajo manjˇso vrednost koeficienta restitucije, kar lahko v inzˇenirski praksi
zasledimo pri biomehanskih sklopih in pusˇah. Faktor histereznega dusˇenja je definiran


















Primerjava z obstojecˇimi modeli pokazˇe uporabnost za mehke in tudi za trde materiale
[89].
2.6.2.10 Model Nikravesh
Nikravesh je predstavil linearni model za primer kontakta med dvema ravnima povrsˇinama
[63]:
Fn = Kδ, (2.187)
kjer je parameter kontaktne togosti K dolocˇen z enacˇbo (2.162).
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2.6.2.11 Primerjava predstavljenih kontaktih modelov
Podrocˇje uporabe predstavljenih modelov kontaktne sile je dolocˇeno z Love-ovim krite-
rijem [90], ki omejuje uporabo kontaktnih modelov na primerih, kjer je zacˇetna kontak-
tna hitrost manjˇsa od hitrosti sˇirjenja elasticˇne deformacije v materialu v kontaktu. V
preglednici 2.1 so predstavljene definicije faktorja histereznega dusˇenja χ za dolocˇene
kontaktne modele.
Preglednica 2.1: Kontaktni modeli.
Model kontaktne sile Konstitutivni zakon n m χ






Anagnostopoulos [92] Fn = Kδ + χδ 1 1 Empiricˇna
vrednost





























































































































Bordbar-Hyppa¨nen [97] Fn = Kδ
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Slika 2.32: Faktor histereznega dusˇenja χ v odvisnosti od koeﬁcienta restitucije cr.
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2.6.3 Valjcˇni kontaktni modeli
Kontaktni modeli, ki opisujejo kontaktno silo v primeru trka med dvema valjema,
in jih lahko zasledimo v literaturi, v vecˇini definirajo kontaktno silo kot implicitno
funkcijo globine prodiranja. V primeru uporabe implicitnega modela kontaktne sile v
sklopu analize dinamike mehanskega sistema, je nujen iterativni pristop, kot je Newton-
Raphson-ova metoda [98], ki v vsakem koraku cˇasovne integracije dolocˇi kontaktno silo.
Taksˇen postopek dolocˇitve kontaktne sile je racˇunsko zahteven in cˇasovno obsezˇen,
istocˇasno pa predstavlja tudi (numericˇne) tezˇave za kakovostno delovanje samega pro-
grama [99, 100, 101].
Za ucˇinkovitejˇse izvajanje programske kode so primernejˇsi kontaktni modeli, kjer je
kontaktna sila eksplicitno dolocˇena. Tako je model Lankarani-Nikravesh [83, 102], ki
definira kontaktno silo kot eksplicitno funkcijo globine prodiranja in vkljucˇuje tudi
disipacijo mehanske energije med trkom, eden najbolj uporabljenih modelov tudi za
primere trka dveh valjev [103, 104, 105], cˇeprav je bil izdelan na osnovi analize kontakta
med kroglama.
Na osnovi Hertzovega poteka napetosti v kontaktnem obmocˇju teles so izdelani sˇtevilni
analiticˇni modeli kontaktne sile za primer kontakta med dvema valjema, ki povezujejo
globino deformacije in kontaktno silo [106, 107, 65].
2.6.3.1 Model Hertz
Hertzov model kontaktne sile za primer notranjega kontakta med dvema valjema de-













kjer je E∗ modul elasticˇnosti kontakta, saj je potrebno uposˇtevati deformacijo obeh










in je E modul elasticˇnosti in ν poissonov koeficient valja i ter j. In je ∆R definiran
kot:
∆R = Ri ±Rj (2.190)
Potek dolocˇitve enacˇbe (2.188) je predstavljen v [108].
2.6.3.2 Model Johnson
Na osnovi Hertzove teorije je Johnson predstavil model, ki obravnava kontakt med
dvema valjema [106]. Ta kontaktni model definira povezavo med globino deformacije















Enacˇbo (4.17) se lahko uporabi v primeru zunanjega ali notranjega kontakta. V pri-
meru zunanjega kontakta enacˇba (2.190) predstavlja vsoto polmerov obeh valjev in v
primeru notranjega kontakta enacˇba (2.190) predstavlja razliko med polmeroma obeh
valjev, kar predstavlja zracˇnost. Johnsonov kontaktni model najboljˇse dolocˇi kontaktno
silo za primer trka dveh valjev v vecˇini inzˇenirskih problemov [109].
2.6.3.3 Model Radzimovsky
V literaturi [110] je predstavljen model, ki ga je predlagal Radzimovsky za dolocˇitev
razdalje med srediˇscˇema dveh valjev v kontaktu [107]. Globina deformacije δ oz. kon-




































Na osnovi Hertzove teorije je Goldsmith predlagal kontaktni model za primer notra-
njega trka med dvema valjema. Tako je povezava med globino prodiranja δ in kontaktno














kjer je R relativna ukrivljenost kontakta dolocˇena z enacˇbo (2.190), L dolzˇina kontakta
in m eksponent. V primeru, ko je m = 1, enacˇba (2.195) ne zagotavlja skladnosti enot.
V osnovi je Goldsmith izpeljal model kontaktne sile za primer notranjega kontakta med
dvema valjema, vendar je enacˇba primerna za uporabo tudi pri zunanjemu kontaktu
ob ustrezni uporabi enacˇbe (2.194).
2.6.3.5 Model Dubowsky-Freudenstein
Na osnovi Hertzove teorije in Goldsmithovega modela sta avtorja Dubowsky in Freu-
denstein [37] predstavila povezavo med globino deformacije in kontaktno silo za primer














kjer je L dolzˇina kontakta, in eksponent m je enak 3. Primerjava modelov Goldsmith
in Dubowsky-Freudenstein je predstavljena v [105].
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2.6.3.6 Model ESDU-78035
V literaturi [66] so predstavljeni nekateri modeli za dolocˇitev kontaktne sile za razlicˇne














Izdajatelj (ang. Engineering Sciences Data Unit), ki deluje na podrocˇju svetovanja na
razlicˇnih inzˇenirskih podrocˇjih, je objavil zbirko modelov za analizo mehanike kontakta
[66] vkljucˇno z zgornjim izrazom, po katerem je ta tudi poimenovan.
2.6.3.7 Model Liu in sod.
V raziskavi [108] avtorji Liu in sod. izpostavijo pomankljivosti Hertzovega in Persso-
novega modela. Hertzov model je uporaben v primeru velike zracˇnosti in manjˇse kon-
taktne sile, medtem ko je Perssonov model primeren za uporabo pri manjˇsi zracˇnosti.
Na osnovi rezultatov metode koncˇnih elementov predlagajo Liu in sod. naslednjo eks-












Cˇe v enacˇbi (4.16) zanemarimo cˇlen, ki vkljucˇuje disipacijo energije, lahko enacˇbo za










Za primer kontakta med kroglama je vrednost eksponenta n enaka 1,5. Ob predpo-
stavki, da je sila porazdeljena po dolzˇini kontakta oz. valja in cˇe se zanemari robni
efekt, se lahko enacˇba (2.199) uporabi za primer kontakta med valjema z vrednostjo
eksponenta n med 1 in 1,5 [75].
2.6.3.9 Model Pereira in sod.
Osnova za izboljˇsan valjcˇni kontaktni model je model Lankarani-Nikravesh [102], ki
je ustrezno razsˇirjen, da zagotavlja skladnost z Johnsonovim modelom in odpravlja
racˇunsko zahtevnost resˇevanja, saj eksplicitno definira povezavo med globino prodiranja

















kjer so vrednosti parametrov a, b in n predstavljene v preglednici 2.2.
Preglednica 2.2: Vrednosti parametrov za izboljˇsan valjcˇni kontaktni model.








1.51 ln (1000∆R)−0.151 , if ∆R ∈ [0.005, 0.34954] mm,
0.0151∆R + 1.151, if ∆R ∈ [0.34954, 10.0] mm, (2.201)
in je parameter ∆R dolocˇen z enacˇbo (2.190).
2.6.3.10 Komentar k valjcˇnim kontaktnim modelom
Predstavljeni valjcˇni kontaktni modeli temeljijo na teoriji elasticˇnosti in vkljucˇujejo
geometrijo obeh valjev v kontaktu. Velika vecˇina predstavljenih kontaktnih modelov
implicitno dolocˇa povezavo med globino deformacije kontakta in kontaktno silo, kar je
neugodno ob vkljucˇitvi kontaktnega modela v dinamski model, saj je potrebna uporaba
iterativnega pristopa v vsakem cˇasovnem koraku v procesu cˇasovne integracije, lahko
pa se pojavi tudi problem s konvergenco. Omenjeni kontakti modeli tudi ne vkljucˇujejo
disipacije energije med procesom trka, kar ni fizikalno konsistentno. Omenjene pomanj-
kljivosti se lahko obide na razlicˇne nacˇine [112, 111].
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2.6.4 Modeli sile trenja
Trenje je prisotno v vseh mehanskih sistemih, kot so: lezˇaji, transmisije, hidravlicˇni in
pnevmaticˇni cilindri, ventili, zavore, . . . Sila trenja se pojavi v trenutku kontakta med
dvema telesoma, ko je prisotna normalna komponenta kontaktne sile in relativna hitrost
v tangentni smeri med telesoma v kontaktu. Trenje je zelo pomembno, saj vpliva na
odziv dinamskega sistema, kot tudi na obrabo sestavnih delov. Cˇe je dolocˇena normalna
kontaktna sila u uporabo ustreznega kontaktnega modela, se lahko tangentno silo trenja
dolocˇi z izbranim modelom sile trenja. Te modele lahko v osnovi razdelimo na staticˇne
in dinamicˇne [113, 114, 115]. Staticˇni modeli trenja [112] modelirajo silo trenja kot
eksplicitno funkcijo relativne tangencialne hitrosti v kontaktu, medtem ko dinamicˇni
modeli trenja modelirajo silo trenja kot eksplicitno funkcijo cˇasa in relativnega pomika
ter hitrosti v tangentni smeri kontakta [86]. Nekateri dinamicˇni modeli sile trenja so:
model sedmih parametrov, Dahlov model, model vrsˇicˇkov, model reseta integratorja,
modeli Bliman-Sorine, model Leuven, model LuGre,. . . Da dinamski sistem ne pridobi
mehanske energije med kontaktom, mora model sile trenja omogocˇati zaznavo drsenja,
lepenja in vzratno drsenje [100].
2.6.4.1 Model Coulomb
Temeljni model za dolocˇitev sile trenja med dvema dvema povrsˇinama v kontaktu brez
maziva predstavi Coulomb [116]. Sila trenja je dolocˇena proporcionalno glede na nor-
malno silo Fn v kontaktu z uposˇtevanjem koeficienta trenja [88, 117, 118]. Parameter,
ki povezuje normalno in tangentno silo v kontaktu, je poimenovan kot koeficient dr-
snega trenja, µ0. Tako je povezava med normalno Fn in tangentno Ft silo dolocˇena kot:
Ft = −µ0Fnsign (vt) , (2.202)
kjer je relativna tangentna hitrost v kontaktu, vt, dolocˇena kot projekcija vektorja







Coulombov model predstavlja osnovo pri modeliranju sile trenja v kontaktu in je zaradi
enostavnosti uporabljen v sˇtevilnih raziskavah za modeliranje trenja [38, 119]. Vendar
osnovna definicija Coulombovega zakona trenja predstavlja numericˇne tezˇave, ko je
relativna tangentna hitrost v okolici nicˇle, saj lahko tako dolocˇena sila trenja v tem
obmocˇju zavzame poljubno vrednost. Prav tako ta model predpostavi, da sila trenja ni
odvisna od relativne tangentne hitrosti, kar pa ne odrazˇa realnega stanja, saj je lahko
sila trenja odvisna od razlicˇnih spremenljivk, kot so: materiala, temperature, cˇistosti
povrsˇine in relativne tangentne hitrosti drsenja. Zatorej je primernejˇsa uporaba modela
sile trenja, ki predpostavi zvezni potek sile2.




Znano je, da se z zacˇetkom faze drsenja in ob povecˇevanju relativne kontaktne hitrosti,
sila trenja zvezno zmanjˇsuje. Ta pojav definira silo trenja med lepenjem in drsenjem z
naslednjim izrazom:





Najvecˇji problem pri uporabi klasicˇnega Coulombovega modela za simulacijo dinamike
sistema, je zaznavanje trenutka kdaj je relativna tangentna hitrost v kontaktu vt enaka
nicˇ, saj pri vrednosti vt = 0 Coulombov model predpiˇse neskoncˇno vrednost.
Ta model definira interval nicˇelne hitrosti (mirovanja), ki je dolocˇen z vrednostjo v0.
Glede na vrednost relativne tangencialne hitrosti vt, je sila trenja ali enaka vsoti vseh
zunanjih sil, ki delujejo na telo v tangentni smeri, ali sorazmerna normalni sili z
uposˇtevanjem konstantnega koeficienta trenja [120]:
Ft =
{
−µ0 Fn sign (vt) , |vt| ≤ v0,
−∑i Fi,t, v0 < |vt| . (2.205)
Pomanjkljivost tega modela je mocˇna povezanost z dinamskim sistemom, natancˇneje;
zunanja sila, ki deluje na telo, je vhodna spremenljivka tega modela, vendar v vecˇini
primerov zunanja sila ni eksplicitno dolocˇena. Zaradi teh lastnosti je potrebna vsako-
kratna prilagoditev modela na dinamski sistem, v katerem je uporabljen. Modeli trenja
na Karnoppovi osnovi so pogosto uporabljeni, saj omogocˇajo kakovostno simulacijo.
2.6.4.4 Model Threlfall
Zaradi zˇe omenjene pomanjkljivosti Coulombovega modela, natancˇneje, ko sila trenja




kar lahko predstavlja tezˇave pri integracijskemu postopku in zato v raziskavi predstavijo





1− e− k vtv0
)
, |vt| ≤ v0,
0,95 µ0, v0 < |vt| ,
(2.207)
kjer je k = 3 in je s tem priblizˇno dolocˇena vrednost sile trenja v trenutku, ko je v = v0.




µ0 Fn sign (vt)
(
1− e− k vtv0
)
, |vt| ≤ v0,
0,95 µ0 Fn sign (vt) , v0 < |vt| ,
(2.208)
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mejno vrednost v0 definira uporabnik. Posledica majhne vrednosti v0 je povecˇanje
racˇunskega cˇasa simulacije, istocˇasno pa se model priblizˇuje osnovnemu Coulombovemu
modelu.
2.6.4.5 Model Dahl
Model temelji na predpostavki, da je izvor trenja v kvazistaticˇnih povezavah med te-
lesoma na mikro nivoju, ki se nenehno tvorijo in razpadajo. Razvit je bil z namenom
uporabe v primerih drsnega in kotalnega trenja v dinamskih sistemih in dolocˇa potek






, |vt| ≤ v0,
µ0, v0 < |vt| ,
(2.209)
Enacˇbo (2.209) vstavimo v izraz (2.202) in sledi enacˇba sile trenja:
Ft =
{
µ0 Fn sign (vt)
vt
v0
, |vt| ≤ v0,
µ0 Fn sign (vt) , v0 < |vt| ,
(2.210)
2.6.4.6 Model Ambrosio
Zaradi kakovostnejˇsega popisa sile trenja v kontaktu je predlagana dopolnitev osnov-
nega Coulombovega modela trenja, s ciljem zagotoviti zveznost poteka sile trenja v
odvisnosti od relativne tangentne kontaktne hitrosti [41]:
Ft = −µ0 µd Fn, (2.211)
kjer je µd dinamski korekcijski koeficient, ki je definiran kot:
µd =

0, if |vt| ≤ v0,
vt−v0
v1−v0 , if v0 < |vt| ≤ v1,
1, if v1 < |vt| ,
(2.212)
kjer sta v0 in v1 dolocˇeni kot toleranci hitrosti za relativno tangencialno hitrost med
kontaktnima povrsˇinama. V primerjavi s Coulombovim modelom, ta model zagotavlja
numericˇno stabilnost integracije [124].
Enacˇba (2.212) ne vkljucˇuje spojitve kontaktne tocˇke s kontaktnim robom. Modeli-
ranje pojavov lepenja in drsenja v dinamskih sistemih je obravnavano v [125], kjer je
predstavljeno avtomaticˇno dodajanje in odvzemanje omejitvenih enacˇb v dinamskem
sistemu tekom procesa numericˇne integracije.
Zaradi relativno enostavne uporabe modela v dinamskih sistemih in kakovostnejˇsega
popisa sile trenja v kontaktu je ta uporabljen v razlicˇnih raziskavah, med drugimi
tudi: pri modeliranju vrtljive kinematicˇne povezave z zracˇnostjo [124, 126], pri izdelavi
modela prizmaticˇne kinematicˇne povezave z zracˇnostjo z vkljucˇenim trenjem [127],
pri modeliranju maziva v kinematicˇnih povezavah [128], v raziskavi prozˇnih teles v




Model Sjo¨ deﬁnira koeﬁcient trenja μ, ki se s povecˇevanjem relativne kontaktne hitrosti
(v absolutnem smislu), priblizˇuje asimptoti - vrednosti μ0 [130].










kjer γ dolocˇa naklon vt = 0. Z uposˇtevanjem izraza (2.213) in (2.202) je sila trenja za
ta model dolocˇena kot:









Fn sign (vt) , (2.214)
2.6.4.8 Primerjava predstavljenih modelov trenja
Predstavljeni modeli trenja v poglavju 2.6.4 deﬁnirajo silo trenja Ft kot funkcijo nor-
malne sile Fn in koeﬁcienta trenja μ, ki je odvisen od tangentne komponente relativne
hitrosti v kontaktu vt. Na sliki 2.33 je predstavljen potek koeﬁcienta trenja μ v od-























Programski paketi za analizo dinamike vecˇmasnih mehanskih sistemov se uporabljajo
na razlicˇnih podrocˇjih: v industriji, tehniki, biologiji . . . ter v razlicˇnih fazah: v razvoj-
nem procesu, pri vrednotenju delovanja in analizi razlicˇnih sistemov [31].
Lastna programska koda za numericˇno simuliranje DyS [132], slika 3.1, je izdelana v
programskem jeziku Python 2.7 [133] in temelji na objektno orientiranem programi-
ranju (angl. OOP - Object Oriented Programming). Numericˇni del programske kode
je zasnovan na knjizˇnici SciPy [134], medtem ko graficˇni vmesnik omogocˇa uporab-
niku izdelavo dinamskega modela ter vnos parametrov za simulacijo in je izdelan s
knjizˇnico PyQt [135]. Vizualizacija dinamskega sistema je izvedena s knjizˇnico VTK
(angl. Visualization ToolKit) [136], ki je splosˇno uporabljeno orodje v razlicˇnih odprto-
kodnih programskih paketih [137, 138, 139, 140] in predstavlja industrijski standard
pri vizualizaciji geometrije z vkljucˇenimi numericˇnimi vrednostmi.
Slika 3.1: Graficˇni vmesnik v okviru tega dela razvite aplikacije DyS.
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3.1 Dolocˇitev dinamskega sistema in struktura po-
datkov
V splosˇnem je dinamski sistem lahko predstavljen s pomocˇjo abstraktne slike, prikazano
na sliki 2.16. Za izdelavo kakovostnega dinamskega modela je kljucˇno poznavanje
topolosˇkih lastnosti mehanskega sistema, kot tudi strukture podatkov, ki je obvezna
za modeliranje sistema.
Celotna koda je dostopna na repozitoriju na povezavi https://github.com/ladisk/
DyS in je zgrajena iz vecˇ kot 100 datotek, kar skupaj predstavlja vecˇ kot 40000 vrstic
kode, od tega je numericˇnega dela priblizˇno polovica.
Izdelana lastna programska koda omogocˇa izvedbo analizo kinematike in dinamike me-
hanskih sistemov v ravnini. Program vkljucˇuje standardne gradnike dinamskih objek-
tov za izdelavo dinamskega modela kot so: telo, kinematicˇna povezava, kontakt in
sila, slika 3.2. Gradnik telo omogocˇa izdelavo togih teles, prozˇnih teles, modeliranih v
okviru teorije AVK, masne tocˇke in avtomaticˇno izdela tla. Vsakemu telesu je dodeljena
razlicˇna sˇtevilka med 0 in nb, kjer je nb sˇtevilo teles v mehanskem sistemu. Gradnik ki-
nematicˇne povezave podpira izdelavo in uporabo naslednjih vrst kinematicˇnih povezav:
vrtljiva, nepomicˇna in prizmaticˇna kinematicˇna povezava. Gradnik kontakta podpira
izdelavo in uporabo naslednjih vrst kontaktov: splosˇen, vrtljiva povezava z zracˇnostjo,
prizmaticˇna povezava z zracˇnostjo in cˇep v vodilu z zracˇnostjo. Gradnik sile omogocˇa
izdelavo in podpira uporabo naslednjih vrst sil: zunanja sila delujocˇa na togo telo,






























Slika 3.2: Struktura kljucˇnih objektov v programski kodi dinamskega sistema.
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Na sliki 3.3 je predstavljen diagram poteka za kljucˇni numericˇni del programske kode
za analizo dinamike mehanskih sistemov. Na zacˇetku numericˇne simulacije se v fazi
pred-procesiranja dolocˇi zacˇetne pogoje (q0 in q˙0) in konstantno masno matriko celo-
tnega dinamskega sistema M. Resˇitev sistema enacˇb (2.75) je dolocˇena preko racˇunanja
blokovnega inverza, enacˇba (2.118). Numericˇna integracija temelji na uporabi metode
RKF-45 (dodatek 1.1), ki vkljucˇuje tudi kontrolo numericˇne napake s prilagajanjem ve-
likosti cˇasovnega koraka integracije, kar pa je izvzeto iz prikaza v blokovnem diagramu.
Prednost uporabe metode AVK je vsekakor konstantna masna matrika, saj jo lahko
dolocˇimo v fazi pred-procesiranja in se tako izognemo vsakokratnemu racˇunanju le-te v
vsakem cˇasovnem koraku, sˇe posebej njenega inverza, ki je racˇunsko zahtevnejˇsa ope-
racija in odvisna predvsem od velikosti celotnega sistema (sˇt. togih teles in sˇt. koncˇnih
AVK elementov). Najbolj enostavna situacija v dolocˇenem cˇasu simulacije je dinamski
sistem brez kontaktov. V primeru zaznanega kontakta v dolocˇenem cˇasovnem koraku
je potrebno zadostiti tudi pogoju ustrezne zacˇetne deformacije v kontaktu δi0, s ciljem,
da se lahko ustrezno ovrednoti kontaktne sile z uporabo kontaktnih modelov v nor-
malni in tangentni smeri. V primeru, da je numericˇna resˇitev v dolocˇenem cˇasovnem
koraku ovrednotena z dovolj majhno numericˇno napako, se lahko resˇitev privzame kot
pravilno in nadaljuje z integracijskim postopkom v naslednjem cˇasovnem koraku. Si-
mulacija se uspesˇno zakljucˇi, ko je dosezˇen koncˇni cˇas simulacije in ga dolocˇi uporabnik
pred zacˇetkom numericˇne simulacije.
Numericˇna integracija diferencialnih enacˇb je izvedena z uporabe metode Runge-Kutta-
Fehlberg (RKF-45), predstavljeno v dodatku 1.1. Uporabljena integracijska metoda
omogocˇa prilagajanje velikosti koraka integracije s ciljem, da je velikost racˇunske na-
pake v vsakem cˇasovnem koraku pod dolocˇeno vrednostjo, predpisano pred zacˇetkom












kjer je Yi = max (1,maxj=1,...,n |qi,j|) i-ta komponenta vektorja utezˇi Y in p je sˇtevilo
elementov pomika (translacija in rotacija) v vektorju q in n je n-ti korak cˇasovne
integracije ob cˇasu t+ h.
Poleg dinamske analize omogocˇa izdelana programska koda tudi izvedbo kinematicˇne
analize [31], ki pa ni posebej predstavljena v tem delu.
67
3.1. Dolocˇitev dinamskega sistema in struktura podatkov
Start
Branje podatkov sistema




Cq, Qs, Qe, Qd
Resˇitev enacˇbe (2.75)































Slika 3.3: Blokovni diagram poteka kljucˇnega numericˇnega dela programske kode.
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3.2 Numericˇni primeri
V nadaljevanju so predstavljeni numericˇni primeri enostavnih dinamskih sistemov, ki
so resˇeni s pomocˇjo lastne kode.
3.2.1 Kinematicˇna analiza stikalnega mehanizma
Na sliki 3.4 je predstavljen stikalni mehanizem, ki je vgrajen v zasˇcˇitna stikala na di-
ferencˇni tok, v vklopljenem polozˇaju. Stikalni mehanizem sestavljajo gumb in gred, ki
sta z nepomicˇno vrtljivo kinematicˇno povezavo vpeta v ohiˇsje, ter trije vzvodi, ki so
med seboj in z gumbom ter gredjo povezani z vrtljivimi povezavami. Z dolocˇitvijo
kinematicˇnih povezav med sestavnimi deli stikalnega mehanizma je izvedena kine-
maticˇna analiza. Na sliki 3.5 je s programom DyS prikazana vizualizacija izdelanega
Slika 3.4: Stikalni mehanizem.
dinamicˇnega modela na osnovi mehanizma predstavljenega na sliki 3.4. Kinematicˇna
analiza je izvedena, ko je predpisana rotacija gumba, saj ima predstavljen kinematicˇni
sistem eno prostostno stopnjo. Na sliki 3.6 je predstavljena odvisnost rotacije kontak-




Slika 3.5: Prikaz stikalnega mehanizma z izdelanim programskim paketom DyS.


















Slika 3.6: Zasuk kontaktne gredi v odvisnosti od zasuka gumba.
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3.2.2 Primer konzolnega nosilca
Na sliki 3.7(a) je predstavljena geometrija obravnavanega problema upogiba nosilca s
konzolnim vpetjem. Lastnosti nosilca pravokotnega prereza so: dolzˇina L = 1 m, viˇsina
h = 0,2 m, sˇirina w = 0,1 m in modul elasticˇnosti E. Obremenitev Fi je dolocˇena kot
Fi(t) =
[
0, − F iy(t)
]T






, t ≤ tF ,
F0
, (3.2)
kjer je F0 = 20 · 103 N, tF = 0.1 ms in je cˇasovni potek obremenitve predstavljen na
sliki 3.7(b). Za primer majhnih pomikov je modul elasticˇnosti E = 1011 Pa, medtem








(b) Cˇasovni potek obremenitve
Slika 3.7: Konzolni nosilec in obremenitev.
V preglednici 3.1 je predstavljena primerjava rezultatov pomikov koncˇne tocˇke na no-
silcu za primer obremenitve F0 = 20 · 103 N in modulom elasticˇnosti E = 1011 Pa.
Preglednica 3.1: Pomik tocˇke in primerjava za obremenitev F0 = 20 ·103 N in modulom
elasticˇnosti E = 1011 Pa.
L− x[mm] y[mm]
ANCF (4 koncˇni elementi) 0.151 -1.03306
ANSYS (BEAM188, 4 koncˇni elementi) / -1.030875
Euler-Bernoulli (analiticˇna resˇitev) / -1
Opazimo, da je kljucˇni pomik v y smeri pri obeh numericˇnih rezultatih podoben. Raz-
lika med numericˇni rezultati je lahko posledica uporabe razlicˇnih interpolacijskih po-
linomov. Odstopanje numericˇnih vrednosti od analiticˇne resˇitve je odvisno tudi od
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sˇtevila koncˇnih elementov, tako da lahko z vecˇanjem sˇtevila koncˇnih elementov nu-
mericˇni rezultat hitreje konvergira k analiticˇni resˇitvi. Analiticˇna resˇitev temelji na
Euler-Bernoullijevi teoriji nosilca [143], ki uposˇteva samo upogibne deformacije in za-
nemari osne ter strizˇne deformacije, tako uporabljena teorija ne omogocˇa dolocˇitve
pomika koncˇne tocˇke v x smeri.
V preglednici 3.2 je predstavljena primerjava rezultatov pomikov koncˇne tocˇke na no-
silcu za primer obremenitve F0 = 20 · 103 N in modulom elasticˇnosti E = 109 Pa.
Preglednica 3.2: Pomik tocˇke in primerjava za obremenitev F0 = 20 ·103 N in modulom
elasticˇnosti E = 109 Pa.
L− x[m] y[mm]
ANCF (4 koncˇni elementi) 5.38729 -95.05330
ANSYS (BEAM188, 4 koncˇni elementi) 6.107 -102.0374
Euler-Bernoulli (analiticˇna resˇitev) / -100.0
V preglednici 3.3 so za primer obremenitve F0 = 20 · 103 N in modul elasticˇnosti
E = 109 Pa predstavljeni pomiki proste tocˇke konzolno vpetega nosilca za razlicˇno
sˇtevilo koncˇnih elementov.
Preglednica 3.3: Konvergenca pomika proste tocˇke v y smeri.
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3.2.3 Primer elasticˇnega nihala
Na sliki 3.8 je prikazan primer elasticˇnega ravninskega nosilca, ki niha pod vplivom
gravitacije. Nosilec dolzˇine L = 1 m s krozˇnim prerezom povrsˇine A = 0,0016 m2,
vztrajnostnim momentom prereza Izz = 8,533 · 10−6 m4, gostoto ρ = 5540 kg/m3 in
elasticˇnim modulom E = 0,7 · 106 Pa. Zacˇetni polozˇaj nosilca e0 je predstavljen na
sliki 3.8 in je vektor zacˇetnih hitrosti q˙0 enak nicˇ [144].
Slika 3.8: Geometrija prozˇnega nihala sestavljen iz dveh koncˇnih elementov.


























Slika 3.9: Pozicija prozˇnega nihala pri razlicˇnih cˇasih simulacije.
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3.2.4 Primer trka dveh krogel
Na osnovnem primeru trka dveh krogel je predstavljena primerjava predstavljenih kon-
taktnih modelov. Na sliki 3.10 je predstavljen dinamski model, ki je sestavljen iz dveh
krogel z radijem R0 = 0,02 m in mase m = 9,2 kg. Krogla i ima zacˇetno hitrost v
i
0,
medtem ko krogla j na zacˇetku miruje. Zacˇetna relativna hitrost v normalni smeri
kontakta je −vi0. Relativna togost kontakta je za primer trka dveh krogel [65] enaka
5,2 × 109 N/m 32 ter koeﬁcient restitucije cr je enak 0,7. Na sliki 3.11 je predstavljen
(a) Pred trkom (b) Med trkom (c) Po trku
Slika 3.10: Proces trka med dvema kroglama.
potek kontaktne sile F glede na globino prediranja δ za razlicˇne kontaktne modele. Her-
tzov model kontaktne sile ne vkljucˇuje disipacije energije med trkom. Za ostale modele,
ki vkljucˇujejo izgubo energije, vecˇja kontaktna sila pomeni manjˇso izgubo energije in
vecˇjo relativno normalno hitrost ob koncu kontakta. Na sliki 3.12 je predstavljen fazni


















Slika 3.11: Kontaktna sila glede na globino prediranja.
portret relativne normalne kontaktne hitrosti δ˙ glede na globino prediranja δ. Proces
trka dveh krogel se zacˇne, ko je kontaktna hitrost δ˙ enaka −0,3 m/s. Nato se z vecˇanjem
globine prediranja δ relativna hitrost v kontaktu manjˇsa in dosezˇe vrednost 0 m/s, ko
je dosezˇena najvecˇja globina prediranja in socˇasno tudi najvecˇja kontaktna sila. Za
razlicˇne kontaktne modele je potek kontaktne sile v cˇasu predstavljen na sliki 3.13.
Na sliki je 3.14 je predstavljena hitrost obeh krogel pred, med in po trku pri razlicˇnih
kontaktnih modelih. Na sliki je 3.15 je predstavljena mehanska energija obravnavanega
dinamskega sistema, med in po trku pri razlicˇnih kontaktnih modelih.
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Slika 3.12: Relativna normalna kontaktna hitrost glede na globino prediranja.


















Slika 3.13: Kontaktna sila med trkom.



















Slika 3.14: Absolutna hitrost posamezne krogle pred, med in po trku.
75
3.2. Numericˇni primeri

















Slika 3.15: Potek mehanske energije obravnavanega dinamskega sistema.
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3.2.5 Primer notranjega trka med valjema
Na osnovnem primeru notranjega trka med valjema je predstavljena primerjava predsta-
vljenih kontaktnih modelov. Valj z polmerom R0j je postavljen v luknjo s polmerom R
0
i
in ima zacˇetno hitrost q˙j0. sˇirina (dolzˇina kontakta) obeh valjev je L, slika 3.16. Upora-
bljeni podatki so prikazani v preglednici 3.4. Na sliki 3.17 je prikazan potek kontaktne
sile v odvisnosti od globine deformacije za obravnavan dinamski sistem notranjega trka
med dvema valjema. Na sliki 3.18 je prikazan potek kontaktne sile v odvisnosti od cˇasa
za obravnavan dinamski sistem notranjega trka med dvema valjema.
Slika 3.16: Notranji trk med valjema.
Preglednica 3.4: Podatki za primer notranjega trka med valjema.
parameter i j
m [kg] 37.6×10−3 8.29×10−3











◦]/s [0,0,0] [0,− 0.2,0]
E [Pa] 2.1×1011 2.1×1011
ν [/] 0.3 0.3
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Slika 3.17: Kontaktna sila glede na globino prediranja.






















V procesu snovanja mehanskih sestavov je smiselna uporaba ustreznih mehanskih po-
vezav s ciljem, da se zagotovi optimalno delovanje in izpolnjevanje tehnicˇnih zahtev.
V teoriji dinamike sistemov teles se taksˇne mehanske povezave obravnavajo kot kine-
maticˇne omejitve [31, 34]. Enacˇbe kinematicˇnih omejitev so v sistem diferencialnih
enacˇb dinamskega sistema vkljucˇene kot dodatne algebraicˇne enacˇbe.
Med kinematicˇnimi povezavami, ki so uporabljene v dinamskih sistemih, je med drugimi
tudi cˇep v vodilu z zracˇnostjo (angl. Pin-Slot Clearance Joint - PSCJ ) [141]. Kljucˇno
za ustrezen dinamskih odziv sistema je pravilna uporaba kinematicˇnih povezav, ki v
osnovi ne vkljucˇujejo fenomenov kot so: trenje, zracˇnost, obraba ali prisotnost maziva
[90, 32].
Zracˇnost v kinematicˇni povezavi je v lahko vkljucˇena po zveznem [61] ali nezveznem
pristopu [145]. Pri zveznem pristopu je za popis kontakta najpogosteje uporabljena ka-
zenska metoda, ki obravnava deformacijo in sile v kontaktu na osnovi elementov vzmeti
in dusˇilke [83], medtem ko je pri nezveznem pristopu kontaktni problem najpogosteje
obravnavan kot linearni komplementarni problem. Kateri nacˇin obravnave kontakta je
najbolj primeren za uporabo, je odvisno od vrste problema [146].
Vrtljiva povezava z zracˇnostjo je najbolj pogosto uporabljena v dinamskih sistemih in
tudi najbolj raziskana [32]. Mnogo raziskav obravnava vrtljivo povezavo z zracˇnostjo,
natancˇneje: Pereira in sod. so v raziskavi modelirali dinamski model verige, v katerega
so vkljucˇili vrtljivo povezavo z zracˇnostjo med valjcˇkom in cˇlenom ter med pusˇo in
cˇlenom verige [147] in uporabili namensko razvit izboljˇsan kontaktni model [111]. V
raziskavi avtorja Gummer in Sauer je predstavljen pregled raziskav na osnovi rocˇicˇnega
mehanizma z vrtljivo povezavo z zracˇnostjo [131]. Vpliv zracˇnosti v vrtljivi povezavi
cˇep-pusˇa na dinamski odziv mehanskega sistema obravnavajo avtorji Erkaya in sod.
[148]. Pristop k modeliranju zracˇnosti v vrtljivi povezavi kot trk med dvema telesoma,
slika 2.6, je uporabljen v raziskavah, ki obravnavata dinamski sistem z krogelnimi
lezˇaji [149, 150], medtem ko je raziskava [151] razsˇirjena z vkljucˇitvijo lokalnih napak
geometrije. Vpliv zracˇnosti v prizmaticˇni povezavi, slika 2.10, je raziskan v [152], kjer
je drsnik privzet kot togo telo, medtem ko je v raziskavi [153] drsnik obravnavan kot
prozˇno telo. Krivuljni mehanizem je obravnavan po nezveznem pristopu kot LCP v
raziskavi [154]. Idealna prizmaticˇna povezava brez zracˇnosti, slika 2.3, ima neskoncˇno
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dolzˇino, saj se lahko drugacˇe mehanizem postavi v zaklenjen polozˇaj, cˇe ima samo eno
prostostno stopnjo, npr.: rocˇicˇni mehanizem.
Veliko raziskav je bilo opravljenih na vrtljivi in prizmaticˇni povezavi z zracˇnostjo,
medtem ko je povezava cˇep v vodilu z zracˇnostjo relativno malo raziskana, cˇeprav je
prisotna v dolocˇenih inzˇenirskih aplikacijah.
V zveznem pristopu pri obravnavi zracˇnosti v kinematicˇni povezavi je kljucˇno upora-
biti ustrezen kontaktni model za dolocˇite normalne kontaktne sile. Osnovni kontak-
tni model je razvil Hertz, katerega so nadgradili razlicˇni raziskovalci tudi z namenom
vkljucˇitve disipacije mehanske energije z vkljucˇitvijo koeficienta dusˇenja [56]. Kontak-
tne lastnosti kot je kontaktna togost, ki je odvisna od geometrije in materialov teles
v kontaktu, so lahko dolocˇene analiticˇno [55, 155] ali eksperimentalno [156, 157]. V
vrtljivi povezavi z zracˇnostjo so kontaktne lastnosti konstantne, medtem ko v primeru
povezave cˇep v vodilu z zracˇnostjo so kontaktne lastnosti odvisne od polozˇaja cˇepa v
vodilu oz. polozˇaja kontaktne tocˇke na vodilu.
Pri izdelavi kinematicˇnih povezav z zracˇnostjo je pomembna tudi uporaba ustreznega
modela trenja, saj lahko trenje vpliva na dinamski odziv mehanskega sistema. Modele
trenja se lahko opredeli kot staticˇne ali dinamicˇne [158], poglavje 2.6.4. V raziskavi
avtorji Askari in sod. ovrednotijo tangentno silo trenja v kontaktu s spremenjenim
Coulombovim modelom trenja v krogelni povezavi z zracˇnostjo na dinamskem modelu
v prostoru za dolocˇitev obrabe. V vecˇini raziskav dinamskih sistemov s povezavo z
zracˇnostjo je privzeto suho drsno trenje [153], medtem ko v nekaterih vkljucˇijo tudi
vpliv maziva [128]. V analizi je uporabljen Coulombov model trenja za dolocˇitev sile
trenja v kontaktu, saj je pogosto uporabljen, predvsem zaradi enostavne vkljucˇitve v
programsko kodo.
Raziskava v nadaljevanju predstavi razvoj in validacijo kinematicˇne povezave cˇep v
vodilu z zracˇnostjo, ki temelji na vrtljivi povezavi z zracˇnostjo in prizmaticˇni povezavi
z zracˇnostjo. Geometrija povezave cˇep v vodilu omogocˇa dve mozˇnosti za polozˇaj kon-
taktne tocˇke. Nato je na osnovi polozˇaja kontaktne tocˇke dolocˇena kontaktna sila z
uporabo kontaktnega modela, ki vkljucˇuje ustrezne kontaktne lastnosti. Predstavljena
je tudi primerjava med numericˇnimi rezultati in izmerjenimi vrednostnimi kontaktne
sile v povezavi cˇep v vodilu z zracˇnostjo na posebej izdelanem mehanskem sistemu.
Prikazana je tudi primerjava numericˇnih rezultatov kontaktne sile v primeru uporabe
razlicˇnih kinematicˇnih povezav in razlicˇnih kontaktnih modelov na izdelanem dinam-
skem sistemu.
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4.1 Kinematika v povezavi cˇep v vodilu z zracˇnostjo
Matematicˇni model kinematicˇne povezave cˇepa v rezˇi z zracˇnostjo temelji na osnovi
vrtljive povezave z zracˇnostjo [159] in prizmaticˇne povezave z zracˇnostjo [32]. Geome-
trijske lastnosti cˇepa v rezˇi z zracˇnostjo so predstavljene na sliki 4.1, kjer so: L dolzˇina
rezˇe vodila, W sˇirina rezˇe in R polmer cˇepa.
Slika 4.1: Geometrija kinematicˇne povezave cˇep v rezˇi z zracˇnostjo.
V primeru idealne prizmaticˇne povezave je mogocˇa samo relativna translacijama med
telesoma, medtem ko je v primeru idealne vrtljive povezave mogocˇa samo relativna ro-
tacija med telesoma. V kinematicˇni povezavi cˇepa v rezˇi z zracˇnostjo relativna rotacija
med telesoma ni omejena, medtem ko je relativna translacija med telesoma omejena z
geometrijo rezˇe-vodila, dolzˇina L in sˇirina W , slika 4.1.
Geometrija in kontaktni polozˇaji so glede na vrtljivo povezavo z zracˇnostjo zahtevnejˇsi.
Na sliki 4.2 so predstavljene 3 razlicˇne mozˇnosti polozˇaja cˇepa v rezˇi, natancˇneje: slika
4.2a predstavlja prosto gibanje cˇepa v rezˇi, slika 4.2b predstavlja polozˇaj kontaktne
tocˇke na ravnem delu rezˇe in slika 4.2c predstavlja polozˇaj kontaktne tocˇke na krozˇnem
delu rezˇe.
Telo z rezˇo-vodilom je oznacˇeno kot telo i in telo s cˇepom je oznacˇeno kot telo j in se
prosto gibljeta. Lokalni koordinatni sistem telesa sovpada z masnim srediˇscˇem telesa,
medtem ko koordinatni sistem xy predstavlja inertni koordinatni sistem. Posamezno
telo se lahko povezˇe z drugimi telesi z uporabo enacˇb kinematicˇnih povezavo, enacˇba
2.13.
81




Slika 4.2: Razlicˇni primeri pozicije cˇepa v rezˇi. a) brez kontakta, b) kontaktna tocˇka
na ravnem delu, c) kontaktna tocˇka na krozˇnem delu.
Polozˇaj tocˇke P na posameznem telesu k = i, j v globalnem koordinatnem sistemu je
dolocˇen z izrazom [160]:
rkP = R
k + AkukP , k = i, j. (4.1)
Relativna kontaktna hitrost v normalni, vn, in tangentni, vt, smeri je dolocˇena z enacˇbo
(2.153).
4.1.1 Kontaktna tocˇka na ravnem robu
V lokalnem koordinatnem sistemu telesa i je vektor tangente t
i
dolocˇen v smeri od
tocˇke P i do tocˇke Rj:
t
i
= uiR − uiP (4.2)
in vektor tangente v globalnem koordinatnem sistemu kot:
t = Ai t
i
. (4.3)
Kontaktna tocˇka je lahko na robu AiBi ali DiCi; v prvem primeru je vektor tangente
t
i
in v drugem primeru je −ti. Vektor normale v kontaktu n je dolocˇen s proti-urno
rotacijo (pi/2) vektorja tangente:
n = [ty,−tx]T . (4.4)




)− ((rjP − ril) t) t, l = P,R (4.5)
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Nato je globina prodiranja oz. deformacija kontakta dolocˇena kot
δ = d−Rj0, (4.7)
kjer je Rj0 polmer cˇepa.
4.1.2 Kontaktna tocˇka na krozˇnem robu
V primeru, da kontaktna tocˇka lezˇi na krozˇnem robu (s srediˇscˇem v tocˇki P i ali Ri), je
vektor ekcentricˇnosti e dolocˇen kot [159]:
e = rjP − ril, l = P,R. (4.8)









Globina prodiranja oz. deformacija kontakta med cˇepom in rezˇo je izracˇunana kot:
δ = c− e, (4.11)
kjer je c = Rj0 −Ri0 zracˇnost v radialni smeri. Podobno kot pri ravnem robu, poglavje
4.1.1, je vektor tangente dolocˇen s proti-urnim zasukom (pi/2) vektorja normale:
t = [−ny, nx]T (4.12)
Verjetni kontaktni tocˇki na telesu i in j sta oznacˇeni kot Qi in Qj, kot je predstavljeno
na sliki 4.1. Z enostavnim logicˇnim testom je dolocˇen polozˇaj in koordinate dejanske
kontaktne tocˇke. Nadalje je globina deformacije dolocˇena z enacˇbo (4.7) ali (4.11).
Predstavljena povezava z zracˇnostjo lahko z enostavno razsˇiritvijo obravnava tudi ge-
ometrijo rezˇe, ki nima vzporednih ravnih robov, kar se izvede z dodatno dolocˇitvijo
vektorja tangente ti za vsak rob locˇeno. Posledicˇno je globina deformacije na ravnem
delu dolocˇena z enacˇbo (4.7) za vsako vrednost vektorja tangente. V primeru kontakta
na krozˇnem robu je globina deformacije dolocˇena z enacˇbo (4.11) za vsako vrednost




4.2. Kontaktne sile v povezavi cˇep v vodilu z zracˇnostjo
4.2 Kontaktne sile v povezavi cˇep v vodilu z zra-
cˇnostjo
V kontaktu med cˇepom (telo i) in vodilom (telo j) je uporabljen kontaktni model
za dolocˇitev kontaktne sile v smeri normale v kontaktu, medtem ko je za dolocˇitev
tangentne sile trenja v kontaktu uporabljen model trenja. Kontaktni sili v normalni
in tangentni smeri sta v sistemu enacˇb, enacˇba (2.75), vkljucˇeni kot zunanji sile, ki
delujeta na telo i in j.
4.2.1 Komponenta kontaktne sile v smeri normale




kjer sta K togost kontakta in n nelinearni eksponent dolocˇena glede na material in
geometrije teles v kontaktu, poglavje 2.6.2. Za kakovosten popis nelinearnosti procesa
kontakta je primerna enacˇba [56]:
Fn = K δ
n + χ δn δ˙, (4.14)
kjer so parametri podrobneje predstavljeni v poglavju 2.6.2. Najpogosteje uporabljen
izraz za dolocˇitev faktorja histereznega dusˇenja sta predlagala Lankarani in Nikravesh























Za primer notranjega kontakta med cˇepom in polkrozˇnim robom vodila je uporabljen














kjer je fn kontaktna sila na enoto dolzˇine kontakta in E
∗ ekvivalentni modul elasticˇnosti
kontakta, poglavje 2.6.3.
V vecˇini primerov valjcˇni kontaktni modeli dolocˇijo povezavo med globino deformacije
kontakta δ in kontaktne sile fn kot implicitno funkcijo [109]. Tako je potrebna upo-
raba iterativnih metod, kot na primer Newton-Raphsonova metoda. Taksˇno iskanje je
racˇunsko zahtevno, zato so avtorji Pereira et al. predlagali izboljˇsan valjcˇni kontaktni
model [111].
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4.2.2 Komponenta kontaktne sile v smeri tangentne
Posledica tangentne komponente relativne hitrosti v kontaktu je trenje med telesoma.
Coulombov model je pogosto uporabljen, med drugim so ga razlicˇni avtorji so uporabili
Coulombov model trenja za dolocˇitev sile trenja v vrtljivi povezavi z zracˇnostjo [38,
119, 161]. Coulombov model dolocˇa povezavo med normalno komponento sile in silo
trenja kot [116]:
Ft = −µFnsign (vt) , (4.18)
kjer so podrobnosti parametrov, ki nastopajo v enacˇbi, predstavljeni v poglavju 2.6.4.
4.2.3 Kontaktna sila




in za telo j: Fj = −Fi. Ti kontaktni sili sta v dinamskem sistemu vkljucˇeni v enacˇbi
(2.75) v vektorju generaliziranih zunanjih sil Qe. V splosˇnem se lahko za telo k z
















S ciljem validacije modela kinematicˇne povezave z zracˇnostjo je zasnovan in izdelan
namenski mehanskih sistem. Dinamski sistem je sestavljen iz dveh teles: T-kos iz
aluminija z rezˇo (telo 0) in aluminijaste pusˇe (telo 1), ki predstavlja cˇep. Tlacˇna vzmet
je namesˇcˇena med telo 0 in nepomicˇno steno, slika 4.5.
4.3.1 Eksperiment
Izvedba eksperimenta je predstavljena na sliki 4.3 in shema eksperimenta je prikazana
na sliki 4.4. Mehanski sistem je vzbujen z uporabo elektro-dinamskega stresalnika LDS
V101, na katerega je namesˇcˇen 1-osni senzor sile PCB 208C01. Pusˇa, ki predstavlja
cˇep, je namesˇcˇena med vpetje, ki je togo vpeto na 3-osni silomer Kistler 9317A. Signal
naboja, ki ga proizvede piezokristal vgrajen v senzor, je ojacˇan in pretvorjen v napeto-
stni signal z uporabo nabojnega ojacˇevalnika Bru¨el&Kjaer Nexus 2692 z uporabljenim
visoko-/nizko-prepustnim ﬁltrom nastavljenim 1Hz/100 kHz.
Slika 4.3: Mehanski sistem uporabljen pri eksperimentu.
Slika 4.4: Shema merilne verige eksperimenta.
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Uporabljena frekvenca vzorcˇenja za posamezni vhodni napetostni 51.2 kS/s na kartici
NI 9234. Cˇas med tako zajetima dvema zaporednima vzorcema je enak ∆t = 1/51200
s. Uporabljen stresalnik LDS V101 je krmiljen z izhodno kartico NI 9234, ki ustvari
ustrezen signal, ki je nato ojacˇan z mocˇnostnim ojacˇevalnikom LDS PA25E. Uporabljeni
zajemni kartici sta namesˇcˇeni na sˇasiji NI cDAQ-9174.
4.3.2 Numericˇni model
Numericˇni model, predstavljen na sliki 4.5, je izdelan na osnovi mehanskega modela,
ki je uporabljen pri eksperimentu. Predstavljeni numericˇni model je uporabljen pri
numericˇnih simulacijah, kjer so uporabljene razlicˇne kinematicˇne povezave med togim
telesom z rezˇo in cˇepom, natancˇneje:
– povezava cˇep v vodilu z zracˇnostjo (PSCJ),
– vrtljiva povezava z zracˇnostjo (RCJ),
– idealna vrtljiva povezava (IRJ).
Zunanja sila F0(t) deluje na telo 0 na mestu, dolocˇenim z vektorjem u0F v lokalnem
koordinatnem sistemu telesa.
a) b)
Slika 4.5: Vecˇmasni sistem s povezavo cˇep v rezˇi z zracˇnostjo.
Zunanja sila je modelirana kot F0(t) = [F 0x (t), 0]
T
, kjer je funkcija F 0x (t) dolocˇena kot:








, if t ≤ tF ,
0
(4.21)
in F0 predstavlja amplitudo sile. Inercialni - globalni koordinatni sistem sovpada z
lokalnim koordinatnim sistemom cˇepa 1, slika 4.5. Zunanja sila F0 je modelirana na
osnovi principa enakosti impulza sile med izmerjenim impulzom in modeliranim impul-
zom [3]. Primerjava med izmerjenim potekom sile in modelirano silo je predstavljena
na sliki 4.6.
Izmerjene vrednosti sile predstavljajo potek sile v trenutku, ko udarna igla, ki je
namesˇcˇena na stresalniku, udari v telo 0 z rezˇo. Sˇum je iz zajetega signala odstranjen


















Slika 4.6: Komponenta x-zunanje sile delujocˇe na telo 0, F 0x .
V preglednici 5.1 so predstavljene masne lastnosti teles pri uporabljenih razlicˇnih ki-
nematicˇnih povezavah. Geometrijske lastnosti dinamskega modela so navedene v pre-
glednici 4.2.
Preglednica 4.1: Masne lastnosti vecˇmasnega sistema.
PSCJ RCJ IRJ
m0 [kg] 32.54·10−3 32.74·10−3 32.74·10−3
J0 [kg m2] 20.94·10−6 21.40·10−6 21.40·10−6
m1 [kg] 1·10−3 1·10−3 1·10−3
J1 [kg m2] 1·10−6 1·10−6 1·10−6
Uporabljeni sestavni deli pri eksperimentu so bili izdelani s procesom CNC frezanja in
so tako dolocˇene tolerance za premera cˇepa in krozˇnega dela rezˇe ±0.05 mm in geo-
metrijska toleranca ravnosti oblike ravnega dela rezˇe je ±0.05. Meritve tako izdelanih
delov so znotraj predpisanih tolerancˇnih obmocˇij.
Numericˇna integracija enacˇbe (2.75) se zacˇne z dolocˇenimi zacˇetnimi pogoji sistema
q0, saj imajo velik vpliv na dinamski odziv mehanskega sistema [34]. Integracija te-
melji na metodi Runge-Kutta-Fehklberg (RKF45) z adaptivnim cˇasovnim korakom
88
Poglavje 4. Eksperimentalno-numericˇna raziskava kontaktnih razmer
Preglednica 4.2: Geometrijske lastnosti vecˇmasnega sistema.
[mm] PSCJ RCJ IRJ
R00 / 2.5 /
R10 2.45 2.45 /
L0 2 / /
h0 5 / /
u0P [−49, 0.0765] [−49, 0.076] [−49, 0.076]
u0R [−47, 0.0765]/ /
u1P [0, 0] [0, 0] [0, 0]
[45] in oceno numericˇne napake [163]. Adaptivni cˇasovni korak numericˇne integracije
omogocˇa dolocˇitev trenutka kontakta, ki ima zacˇetno globino deformacije, z dolocˇeno
natancˇnostjo in povecˇanje cˇasovnega koraka s ciljem hitrejˇse integracije in bolje racˇunske
ucˇinkovitosti [164]. Odstopanje vrednosti pri kinematicˇnih povezavah tekom numericˇne
integracije je izvedeno z uporabo Baumgartejeve stabilizacijske metode [165].
Fizikalna konsistentnost tekom trka med dvema telesoma je zagotovljena z uporabo
algoritma za ustrezno zaznavanje trenutka zacˇetka kontakta, ki ne dopusˇcˇa umetnega
povecˇanja mehanske energije sistema [62]. Uporabljen algoritem omogocˇa, da je za-
znana zacˇetna globina deformacije v kontaktu δ0 je pod dolocˇeno vrednostjo, pre-
dlagano s strani uporabnika. Kljucˇne lastnosti in vrednosti numericˇne simulacijo so
predstavljene v preglednici 4.3.
Preglednica 4.3: Lastnosti, uporabljene pri numericˇnem modelu in numericˇni simulaciji.
sˇirina rezˇe (kontakt) W [m] 0.08
koeficient restitucije cr [/] 0.4
kinematicˇni koeficient trenja µk [/] 0.51
modul elasticˇnosti E [GPa] 69
Poissonovo sˇt. ν [/] 0.35
integracijska metoda RKF45
BSM parameter α [/] 5
BSM parameter β [/] 5
najvecˇji korak numericˇne integracije Hmax [s] 1·10−4
najmanjˇsi korak numericˇne integracije Hmin [s] 1·10−12
velikost koraka numericˇne integracije med kontaktom
Hcontact [s]
1·10−5
cˇas konca simulacije tn [s] 6·10−2
δ0 [m] 1·10−6
TOLint. lokalna toleranca numericˇne integracije 1·10−5
Na slikah 4.7 in 4.8 je predstavljena primerjava med izmerjenimi vrednostmi in nu-
mericˇnimi podatki kontaktne sile na telo 1 glede na posamezno komponento.
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Slika 4.7: Komponenta x kontaktne sile na telo 1, F 1x - primerjava med numericˇnimi
rezultati in izmerjenimi podatki.
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Slika 4.8: Komponenta y kontaktne sile na telo 1, F 1y - primerjava med numericˇnimi




V poglavju 4.3 je predstavljen validiran model kinematicˇne povezave cˇep v rezˇi z
zracˇnostjo. V nadaljevanju so predstavljeni numericˇni rezultati in prikazana primerjava
med razlicˇnimi kinematicˇnimi povezavami, natancˇneje: cˇep v rezˇi z zracˇnostjo, vrtljiva
povezava z zracˇnostjo in idealna vrtljiva povezava.
Komponenti kontaktne sile na telo 1, x in y, sta predstavljeni na sliki 4.9 in 4.10. Opa-
zno je, da rezultati idealne vrtljive povezave ali vrtljive povezave z zracˇnostjo odsto-
pajo od rezultatov meritev in rezultatov kinematicˇne povezave cˇepa v rezˇi z zracˇnostjo,
slika 4.7 in 4.8.

















Slika 4.9: Komponenta x kontaktne sile na telo 1, F 1x , za razlicˇne kinematicˇne
povezave in primerjava z izmerjenimi vrednostmi.
Na slikah 4.9 in 4.10 je vidno, da je razlika med razlicˇnimi vrstami kinematicˇnih
povezav, saj se kontaktna sila razlikuje. V primeru vrtljive kinematicˇne povezave z
zracˇnostjo je obravnavana geometrija kontakta notranji kontakt med dvema valjema,
medtem ko je v primeru kinematicˇne povezave cˇep v rezˇi z zracˇnostjo poleg notranjega
kontakta med dvema valjema lahko obravnavan tudi kot kontakt med valjem in ravno
povrsˇino, slika 4.2. Dolzˇina rezˇe L omogocˇa dodatno relativno translatorno gibanje v
smeri tangente ti. Posledicˇno je vrednost kontaktne sile manjˇsa. V skrajnem primeru,
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Slika 4.10: Komponenta y kontaktne sile na telo 1, F 1y , za razlicˇne kinematicˇne
povezave in primerjava z izmerjenimi vrednostmi.
ko je dolzˇina rezˇe L = 0 mm, se geometrija rezˇe spremeni v krog in se lahko kinematicˇno
povezavo obravnava kot vrtljivo povezavo z zracˇnostjo.
Kot je zˇe predstavljeno v poglavju 2, se za dolocˇitev kontaktne sile uporabi razlicˇne
kontaktne modele, vendar je v tem poglavju predstavljena uporaba izbranih kontaktnih
modelov, natancˇneje: Hertz, Kelvin-Voigt, Johnson (z in brez disipacije energije) in
primerjani z modelom Lankarani-Nikravesh. Kontaktna sila, dolocˇena z navedenimi
kontaktnimi modeli, je predstavljena na slikah 4.11 in 4.12. Numericˇni rezultati modela
Kelvin-Voigt so neustrezni v primerjavi z meritvami. Glavni razlog za odstopanje je
dejstvo, da je povezava med kontaktno silo Fn in globino kontaktne deformacije δ
linearna, enacˇba (2.163) in tako ne popiˇse ustrezno nelinearnosti, ki je prisotna med
kontaktom [56]. Vrednosti kontakne sile, dolocˇene s kontaktnima modeloma Johnson
in Hertz, so blizu vrednostim dolocˇenih s kontaktnim modelom Lankarani-Nikravesh
in tudi izmerjenim vrednostim. Pred trenutkom koncˇnega trka, ki se zgodi pri okoli
30 ms, so vrednosti podobne, medtem ko je v primeru ustaljenega stanja ob koncu
gibanja kontaktna sila vecˇja, ko ni uposˇtevana disipacija energije, sˇe posebej v x smeri.
Kontaktni model Lankarani-Nikravesh je enostaven za uporabo v kodi za simulacijo
vecˇmasnih dinamskih sistemov, saj dolocˇa eksplicitno povezavo med kontaktno silo, Fn,
ter globino deformacije, δ, in vkljucˇuje tudi disipacijo energije z uporabo histereznega
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dusˇenja, enacˇba (2.118). Kontaktna togost uporabljena v modelu Lankarani-Nikravesh
je dolocˇena z Johnsonovim kontaktnim modelom. Primerjava rezultatov meritev za
kinematicˇno povezavo cˇep v vodilu z zracˇnostjo z numericˇnimi rezultati, z uporabo
kontaktnega modela Lankarani-Nikravesh, prikazˇe dobro ujemanje.


















Johnson z disipacijo energije
Lankarani-Nikravesh
Slika 4.11: Komponenta x kontaktne sile na telo 1, F 1x , pri razlicˇnih kontaktnih
modelih.
Numericˇne simulacije so izvedene na izbranem vecˇmasnem dinamskem sistemu, ki
vkljucˇuje kinematicˇno povezavo cˇep v vodilu z zracˇnostjo, z uporabljenimi razlicˇnimi
kontaktnimi modeli za dolocˇitev kontaktne sile. Vidno je, da kontaktni model Lankarani-
Nikravesh dolocˇi vrednosti kontaktne sile, ki se najbolj sklada z izmerjenimi vrednostmi.
Ostali kontaktni modeli (npr.: Kelvin-Voigt) dolocˇijo vrednost kontaktne sile, ki znatno
odstopa od izmerjenih vrednosti.
Za primer kinematicˇne povezave cˇep v vodilu z zracˇnostjo je v tem poglavju predstavljen
pomen numericˇnega modeliranja validiranega z eksperimentalnim pristopom.
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Johnson z disipacijo energije
Lankarani-Nikravesh





5 Vpliv prednapetja na dinamski od-
ziv
Numericˇni model je izdelan na osnovi podsestava realnega stikalnega mehanizma, ki je
vgrajen v sestavu kombiniranega elektricˇnega zasˇcˇitnega stikala z nadtokovno zasˇcˇito
(angl. Residual Current circuit Breaker with Overcurrent protection - RCBO), slika 5.2.
Obravnavani mehanski podsestav je sestavljen iz osi, togega telesa, masne tocˇke, pro-
zˇnega telesa in prednapete tlacˇne vijacˇne vzmeti. Vzmet je vgrajena med ohiˇsje, ki
je nepomicˇno vpeto, in prozˇno telo. Togo telo je preko kinematicˇne povezave cˇep v
rezˇi z zracˇnostjo povezano na os [141]. Pletenica povezuje prikljucˇno sponko s prozˇnim
telesom in v primeru sklenjenega tokokroga je prisoten kontakt med nepomicˇnim kon-
taktom in prozˇnim telesom. S ciljem pohitritve stikalnega mehanizma se uporabi po-
tencialno energijo, ki je posledica prednapetja v dinamskem modelu.
5.1 Numericˇni model dinamskega sistema z vklju-
cˇenim vplivom prednapetja
5.1.1 Numericˇni model
Sestavni del gibljivi kontakt je modeliran kot trije locˇeni gradniki, natancˇneje togo telo
z rezˇo, kontaktna plosˇcˇica kot masna tocˇka in prozˇno telo, ki je modelirano s koncˇnimi
elementi po metodi absolutnih vozliˇscˇnih koordinat. Na sliki 5.1 predstavljeno prozˇno
telo je modelirano z dvema AVK koncˇnima elementoma in tremi vozliˇscˇi, natancˇneje: i-
to in n-to vozliˇscˇe (i = 1 in n = 2). Hibridna toga povezava je uporabljena za mehansko
sklapljanje togega in prozˇnega telesa z namenom zagotovitve skladnosti pomikov in
zasukov, ki se zagotovijo z dodatno torzijsko vzmetjo.
Tlacˇno prednapeta vijacˇna vzmet je vgrajena v obravnavan dinamski sistem, tako da
je na eni strani pritrjena na prozˇno telo in na drugi strani na nepomicˇno ohiˇsje [31].
Koordinatni sistem posameznega telesa je oznacˇen z nadpisano sˇtevilko, ki je enaka
indeksu telesa, in sovpada z masnim srediˇscˇem togega telesa, medtem ko v primeru
prozˇnega telesa je koordinatni sistem v prvem vozliˇscˇu i = 0 in je masno srediˇscˇe
posameznega koncˇnega elementa dolocˇeno z enacˇbo (2.104).
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Slika 5.1: Togo-prozˇni dinamski sestav teles z vplivom prednapetja.
V zacˇetnem polozˇaju je gibljivi kontakt v staticˇnem in dinamicˇnem ravnovesju, saj
nanj delujejo zunanje in kontaktne sile, natancˇneje: sila vzmeti, kontaktna sila med
osjo in rezˇo z zracˇnostjo na togem telesu, kontaktna sila med nepomicˇnim in gibljivim
kontaktom Fc in zunanja sila prednapete vrvice F
2(t). V primeru, cˇe na prozˇno telo
deluje samo gravitacija, le-to niha brez dusˇenja. Tekom numericˇne simulacije je potek
delovanja sile vzmeti zvezen, medtem ko je kontaktna sila med cˇepom in rezˇo aktivna
samo v trenutku, ko je prisoten kontakt.
Slika 5.2: Mehanskih sistem z prednapetjem sestavljen iz togih in prozˇnih teles z
vkljucˇenimi kontaktnimi situacijami - eksperiment.
Geometrijske in masne lastnosti mehanskega modela, ki so vkljucˇene v numericˇnemu
modelu, so predstavljene v preglednici 5.1. Zacˇetni polozˇaj in zacˇetni zasuk i-tega
telesa so oznacˇeni kot qi0 in zacˇetne hitrosti kot q˙
i
0, ki so na zacˇetku enake nicˇ. Vek-
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tor q20 prozˇnega telesa dolocˇa samo polozˇaj in zasuk koordinatnega sistema telesa, v
katerem je dolocˇena geometrija koncˇnih elementov in je uporabljen za dolocˇitev glo-
balnih koordinat, medtem ko je vektor absolutnih vozliˇscˇnih koordinat prozˇnega telesa
dolocˇen glede na sˇtevilo AVK koncˇnih elementov in ima za primer dveh AVK koncˇnih
elementov tipa Euler-Bernoulli tri vozliˇscˇa ter v vsakem vozliˇscˇu dolocˇena 2 vektorja
(vektor pozicije in gradient vektor v smeri glavne osi nosilcˇnega elementa) ter je vektor
q20 velikosti 12 komponent.





in na telo 2. Za primer prozˇnega telesa (i = 2) je mesto vzmeti dolocˇeno kot L2 = 18.5
mm, slika 5.1, in za primer togega telesa (i = 2) je mesto vzmeti dolocˇeno kot u2P =
[6.5, 0.] mm.
Numericˇne simulacije dinamskega odziva sistema so izvedene z lastno programsko kodo
[132], ki omogocˇa avtomaticˇno izdelavo gibalnih enacˇb in za resˇevanje uporablja nu-
mericˇne metode.
Preglednica 5.1: Lastnosti mehanskega sistema.
togo telo z
rezˇo
prozˇno telo togo telo kontakta
plosˇcˇica
i 1 2 2 3
mi[10−3kg] 0.473 1.3 1.3 0.346













◦/s] 0 0 0 0
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5.1.2 Dinamski odziv sestava
S ciljem validacije ekvivalentne geometrije in togosti sestava, ki je sestavljen iz prozˇnih
in togih teles, je opravljena meritev dinamskega odziva za dolocˇitev lastnih upogibnih
frekvenc, slika 5.4. Dinamski odziv je dolocˇen z meritvijo hitrosti tocˇke na prozˇnem
telesu z vibrometrom Polytec PDV 100; sistem je vzbujen z udarnim kladivom model
084A14 proizvajalca PCB Piezotronics. Cˇasovno vzorcˇenje in pretvorba analognega
signala v digitalnega je izvedena z zajemno kartico NI 9234 s 24-bitno locˇljivostjo in
frekvenco vzorcˇenja 51.2 kHz. Tekom posamezne meritve odziva je bilo zajetih 512
podatkov signala na posameznem kanalu.
Predstavljeni numericˇni model (slika 5.3) ne vsebuje kontaktnih sil in je za vzbuditev
sistema dolocˇena zunanja sila F0(t) =
[
0, F 0y (t)
]T
, kjer F 0y (t) je:








, if t ≤ tF .
0
, (5.1)
F0 = 4 N predstavlja amplitudo zunanje sile na dolocˇenem cˇasovnem intervalu [0, tF =
0.1] in je koncˇni cˇas simulacije enak tn = 100 ms.
Slika 5.3: Sestav prozˇnih in togih teles, prosto-prosto.
V preglednici 5.2 so predstavljene vrednosti parametrov, ki so bili uporabljeni za
dolocˇitev lastnih frekvenc, preglednica 5.3, za primer prosto-prosto robnih pogojev.
Preglednica 5.3 prikazuje primerjavo med vrednostmi prve lastne upogibne frekvence
dolocˇene z uporabo komercialnega programskega paketa ANSYS z uporabo koncˇnih
elementov BEAM188, modela z AVK koncˇnimi elementi in rezultati meritev.
Preglednica 5.2: Lastnosti sestava iz prozˇnih in togih teles.
Naziv Vrednost
dolzˇina L [mm] 25
viˇsina h [mm] 1.1
sˇirina w [mm] 5.2
gostota ρ [kg/m3] 8940
Youngov modul E [GPa] 127
.
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Slika 5.4: Meritev prve lastne upogibne frekvence sestava, sestavljenega iz prozˇnih in
togih teles za primer vpetja prosto-prosto.
Preglednica 5.3: Upogibna lastna frekvenca
Exp. ANCF ANSYS
prva upogibna frekvenca [Hz] 4600 4724 4971




Mehanski sistem, uporabljen tekom meritve, je predstavljen na sliki 5.2. Za meritev
spremembe sil pred-napetja je uporabljen silomer PCB 218C (zunanja sila F 2x ) in silo-
mer Endevco 2312 za dolocˇitev sile vrvice Fc, slika 5.2. Uporabljena senzorja delujeta
na osnovi piezoelektricˇnega efekta in ob deformaciji ustvarjata naboj, zato je upora-
bljen nabojni ojacˇevalnik Bru¨el & Kjaer Nexus 2692 za ojacˇanje in pretvorbo nabojnega
signala v napetostnega. V trenutku, ko je prerezana vrvica, mehanski sistem ni vecˇ v
staticˇnem ravnovesju in se zacˇne gibati. Zajem analognih signalov je izveden z uporabo
merilne opreme, zajemne kartice NI 9234 s 24-bitno locˇljivostjo ob frekvenci zajemanja
51.2 kS/s na posameznem kanalu.
Tekom poteka meritve je gibanje sestava prozˇnih in togih teles posneto s hitro ka-
mero Photron FASTCAM SA-Z s frekvenco 67200 fps resolucije 384 × 640 pikslov.
Tako en piksel predstavlja 47µ na posamezni zajeti sliki. Za dolocˇitev kinematike se-
stava je uporabljena metoda digitalne korelacije slik (angl. Digital Image Correlation
- DIC ) [166, 167]. Tekom meritev je bilo opravljenih vecˇ snemanj gibanja s hitro ka-
mero, vendar vecˇjih odstopanj, ki bi se odrazˇali kot velika odstopanja v obravnavani
kinematiki, med zajetimi posnetki, ni bilo zaznanih.
Zajeta slika je predstavljena na sliki 5.5.
Slika 5.5: Slika, izvzeta iz zaporedja posnetih slik pri cˇasu t = 0.98 ms.
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5.2.1 Primerjava rezultatov
Vrednosti amplitude sil pred-napetja F 2x in Fc sta bili izmerjeni v trenutku, ko je bila
vrvica prerezana, in sta predstavljeni v preglednici 5.4.
Preglednica 5.4: Izmerjeni sili pred-napetja.
Naziv Vrednost
F 2x [N] 11.77
Fc [N] 2.92
Kinematika, vektor pomika, vozliˇscˇa 0 v osi x (komponenta e0x) in v osi y (komponenta
e0y) je pridobljena z uporabo DIC in predstavljena na sliki 5.6 in 5.7.
Slika 5.6 predstavlja kontaktno razdaljo, razdaljo med nepomicˇnim in gibljivim kon-
taktom, v x smeri med procesom odklopa in je v cˇasu 1,75 ms kontaktna razdalja
enaka 2,5 mm za v primeru meritev in numericˇnih rezultatov za togo-prozˇni dinamski
sistem in nato v nadaljevanju pri cˇasu 2 ms vrednosti sovpadajo pri razdalji 3,2 v x
smeri. Vrednosti numericˇnih rezultatov so za primer togega dinamskega sistema tekom
odklopa manjˇse in se v skrajni (koncˇni) tocˇki razlikujejo od izmerjenih vrednosti za
1,5 mm, saj znasˇa oddaljenost v x smeri 1,7 mm.












Num. rez. - ANCF
Num. rez. - togo
Meritev
Slika 5.6: Koordinata x vozliˇscˇa 0, e0x, na prozˇnem telesu in primerjava s togim
telesom in rezultati meritev.
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Slika 5.7 predstavlja kontaktno razdaljo, razdaljo med nepomicˇnim in gibljivim kon-
taktom, med procesom odklopa v y smeri, ki ne vpliva mocˇno na samo delovanje oz.
funkcionalnost izdelka, saj vecˇina gibanja poteka v x smeri. Lahko se opazi, da potek
y koordinate skozi cˇas za numericˇne rezultate v primeru togega telesa od cˇasa 1,26
ms odstopa od rezultatov meritev in numericˇnih rezultatov v primeru togo-prozˇnega
dinamskega sistem. Medtem ko je potek koordinate y v cˇasu med odklopom v primeru
numericˇnih rezultatov za prozˇno-tog dinamski sistem podoben z rezultati meritev in
tekom odklopa odstopa od izmerjenih vrednosti za 1,25 mm.












Num. rez. - ANCF
Num. rez. - togo
Meritev
Slika 5.7: Koordinata y vozliˇscˇa 0, e0y, na prozˇnem telesu in primerjava s togim
telesom in rezultati meritev.
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Trajektorija vozliˇscˇa 0, e0, je predstavljena na sliki 5.8. Zacˇetni polozˇaj (koordinata)
tocˇke je desno spodaj na sliki 5.8 in sovpada za vse tri trajektorije (meritev, numericˇni
rezultat za togo-prozˇni dinamski sestav in togi dinamski sestav). Zacˇetno gibanje iz-
merjene tocˇke pretezˇno v y smeri je lahko posledica vnosa motnje v mehanski sistem
ob prerezu prednapete vrvice. Medtem ko sta poteka trajektorije pri meritvi in trajek-
torije numericˇnih rezultatov za togo-prozˇni sestav podobni tekom celotnega gibanja in
se v koncˇni tocˇki razlikujeta za priblizˇno 0,25 mm. Vecˇje odstopanje je lahko opaziti
pri trajektoriji numericˇnih rezultatov togega dinamskega sestava.












Num. rez. - ANCF
Num. rez. - togo
Meritev




Ustrezno delovanje stikalnega mehanizma elektricˇnega zasˇcˇitnega stikala ali avtomat-
skega insˇtalacijskega odklopnika je dolocˇeno z razlicˇnimi predpisi in parametri. Med
njimi je tudi hitrost prekinitve elektricˇnega tokokroga, kar se dosezˇe s hitrim odpi-
ranjem med nepomicˇnim in gibljivim kontaktom in zagotavlja kakovostno delovanje
tekom uporabne dobe izdelka.
Glede na rezultate meritev in numericˇnih simulacij, slike 5.6, 5.7 in 5.8, lahko skle-
pamo, da izdelan togo-prozˇni dinamski model ustrezno popiˇse gibanje tocˇke na telesu
gibljivega kontakta tekom procesa odklopa in je lahko uporabljen v procesu raziskave
vpliva razlicˇnih parametrov na kakovostno delovanje, kot tudi na hitrost odklopa.
Slika 5.9 predstavlja potek koordinate x vozliˇscˇa 0, e0x, pri razlicˇnih vrednosti pred-
napetja, vrednosti torzijske togosti ct in pozicije vpetja tlacˇne vzmeti na ohiˇsju u
s
P,y.
Na osnovi predstavljenih rezultatov lahko sklepamo, da dvojna vrednost prednapetja
in zmanjˇsana torzijska togost ter sprememba polozˇaja tlacˇne vzmeti usP,y iz 0 mm na
−1 mm se lahko odrazˇa kot kontaktna razdalja 2mm v cˇasu 0.6ms, kar predstavlja
okvirno 1/3 trenutnega cˇasa odklopa.












Num. rez. - privzete vrednosti
Num. rez. - 1/4 pred-napetje
Num. rez. - 2x pred-napetje
Num. rez. - 2x pred-napetje, 1
2
ct





Slika 5.9: Koordinata y vozliˇscˇa 0, e0y, na prozˇnem telesu za razlicˇne vrednosti
pred-napetja.
V primeru numericˇnih rezultatov za togo-prozˇni dinamski sistem, sestavljen in togih in
prozˇnih teles, se rezultati bolje ujemajo z meritvami, kot v primeru popolnoma togega
dinamskega sistema. Glavna razlika med modeliranima dinamskima modeloma je v
prozˇnem telesu in hibridni kinematicˇni povezavi med togim in prozˇnim telesom, ki je
sestavljena iz osnovne vrtljive kinematicˇne povezave in torzijske vzmeti, ki omogocˇa
sprejemljiv relativni zasuk med telesoma.
V tem poglavju je predstavljena vkljucˇitev prozˇnih teles v dinamske enacˇbe na osnovi
teorije absolutnih vozliˇscˇnih koordinat (angl. ANCF ) in uporabljena na realnem
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inzˇenirskem problem - na podsestavu stikalnega mehanizma vgrajenega v kombinirano
elektricˇno zasˇcˇitno stikalo na diferencˇni tok (angl. RCBO). Osrednji del je vkljucˇitev
vpliva prednapetja na dinamski odziv obravnavanega realnega mehanskega sistema.
Delna validacija togo-prozˇnega podsestava je izvedena z analizo frekvencˇnega odziva
sestavnega dela - gibljivega kontakta, kjer je dolocˇena ekvivalentna geometrija (prereza)
nosilca - prozˇnega telesa. Delno validiran podsestav je nato vkljucˇen v togo-prozˇnem di-
namskem modelu za dolocˇitev dinamskega odziva kljucˇnega dela stikalnega mehanizma,
vgrajenega v zasˇcˇitna elektricˇna stikala. Rezultati meritev posnetih s hitro kamero so
primerjani z numericˇnimi rezultati izdelanega togo-prozˇnega dinamskega sistema in to-
gega dinamskega sistema, kjer je prikazano, da se numericˇni rezultati togo-prozˇnega
dinamskega sistema bolje ujemajo z meritvami kot rezultati togega dinamskega sistema.





V inzˇenirski praksi se pogosto srecˇujemo z izdelavo ustreznih dinamskih modelov, ki
temeljijo na realnih mehanskih sistemih. Ti mehanski sistemi vkljucˇujejo razlicˇne se-
stavne dele z namenom zagotoviti ustrezno delovanje in izpolnjevanje tehnicˇnim zahte-
vam, zato je, za dolocˇitev dinamskega odziva, kljucˇno ustrezno modeliranje teh delov.
Validacija izdelanega numericˇnega modela je kljucˇna za oceno kakovosti, saj je lahko
tako potrjen model nato uporabljen v razlicˇnih numericˇnih simulacijah in pridobljene
numericˇne rezultate z visoko verjetnostjo privzame kot pravilne. V primeru komple-
ksnih mehanskih sistemov je smiselna validacija posameznih pod-sestavov, saj lahko
tako enostavnejˇse pridobimo zahtevane podatke in ovrednotimo vrednosti, ki temeljijo
na izmerjenih podatkih.
V delu so najprej predstavljene osnove kinematike vkljucˇno s kinematicˇnimi poveza-
vami, nato so podane osnove dinamike togih in prozˇnih teles, ki so kljucˇne za ustre-
zno izdelavo dinamskega modela. Pri modeliranju dinamike prozˇnih teles je predsta-
vljena obravnava v okviru teorije AVK na primeru Euler-Bernoullijevega ravninskega
nosilcˇnega koncˇnega elementa, ki je uporabljen v tem delu. Predstavljena je tudi obrav-
nava splosˇnega kontakta v okviru zveznega pristopa z uporabo kontaktnih modelov in
modelov sile trenja. Normalna komponenta kontaktne sile je dolocˇena z ustreznim
kontaktnim modelom, medtem ko je tangenta komponenta kontaktne sile (sila trenja)
dolocˇena z ustreznim modelom sile trenja. Na osnovi enostavnih numericˇnih primerih
so prikazane in povzete osnovne lastnosti predstavljenih kontaktnih modelov in mode-
lov sile trenja. Vkljucˇitev zracˇnosti v idealne kinematicˇne povezave in njen vpliv je
temeljito raziskan v vrtljivi povezavi z zracˇnostjo in v manjˇsem obsegu tudi pri priz-
maticˇni, vendar so v inzˇenirskih aplikacijah prisotne tudi druge kinematicˇne povezave
z zracˇnostjo, npr.: cˇep v vodilu z zracˇnostjo, ki je prisotna tudi v sestavnih stikal-
nih mehanizmov vgrajenih v elektricˇna zasˇcˇitna stikala in insˇtalacijske odklopnike. Za
zagotovitev ustreznega dinamskega odziva mehanskega sistema je razvita kinematicˇna
povezava cˇep v vodilu z zracˇnostjo. Validacija numericˇnega modela je izvedena na pod-
lagi primerjave kontaktnih sil, ki delujejo na telo (cˇep) med kontaktom v kinematicˇni
povezavi cˇep v vodilu z zracˇnostjo med izmerjenimi vrednostmi in numericˇnimi rezul-
tati. Vpliv prednapetja je raziskan v okviru mehanskega sistema podsestava stikalnega
mehanizma, kjer je sestavni del gibljivi kontakt modeliran kot sestav togega telesa z
vodilom, prozˇnega telesa, ki je modelirano v okviru teorije absolutnih vozliˇscˇnih koordi-
nat, in masne tocˇke. Zunanji sili, ki zagotavljata pred-napetje v sistemu sta dolocˇeni na
osnovi meritev in nato v dinamski sistem vkljucˇeni kot zunanji sili. Validacija dinam-
skega odziva mehanskega sistema je dolocˇena na osnovi posnetkov slik s hitro kamero
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in nato z digitalno korelacijo slik dolocˇen potek gibanja tocˇke in primerjan z rezultati
numericˇnih simulacij. Raziskan je tudi vpliv parametrov na hitrost odklopa.
6.1 Prispevek dela
Pregled kontaktnih modelov in modelov trenja
V okviru teorije ravninske dinamike je predstavljena obravnava splosˇnega kontakta
na osnovi zveznega pristopa, ki temelji na kazenski metodi. Predstavljeni so splosˇni
kontaktni modeli za dolocˇitev normalne kontaktne sile, ki so bili razviti in uporabljeni
v razlicˇnih raziskavah in pri resˇevanju inzˇenirskih problemov. Na osnovi enostavnih
numericˇnih primerov je predstavljena tudi primerjava teh modelov. Prav tako so v
delu predstavljeni modeli trenja za dolocˇitev sile trenja v kontaktu in prikazana njihova
primerjava na osnovnih numericˇnih primerih.
Kinematicˇna povezava cˇep v vodilu z zracˇnostjo
Vkljucˇitev zracˇnosti v vrtljivo povezavo in prizmaticˇno povezavo je obravnavan v
razlicˇnih raziskavah, medtem ko je zracˇnost prisotna tudi v drugih povezavah, kot npr.
cˇep v vodilu z zracˇnostjo. Na osnovi obstojecˇih kinematicˇnih povezav z zracˇnostjo
v ravnini je izdelana nova kinematicˇna povezava cˇep v vodilu z zracˇnostjo. Kompo-
nenti kontaktne sile pri izdelani povezavi so ovrednotene po zveznem pristopu, kjer je
uporabljena kazenska metoda in vkljucˇeni ustrezni kontaktni modeli in modeli trenja.
Na osnovi rezultatov meritev in rezultatov numericˇnih simulacij so dolocˇene kontaktne
lastnosti-kontaktni parametri, natancˇneje: kontaktna togost in koeficient trenja. Glede
na skladanje rezultatov numericˇnih simulacij in meritev je validiran model kinematicˇne
povezave cˇep v vodilu z zracˇnostjo. Tako validiran model kinematicˇne povezave zagota-
vlja, da je dinamski odziv mehanskega sistema, ki vkljucˇuje razvito povezavo, fizikalno
konsistenten.
Vpliv prednapetja v dinamskem sistemu
V sklopu raziskave o vplivu prednapetja v dinamskemu sistemu je izdelan dinamski mo-
del realnega mehanskega sistema, v katerega je vkljucˇena izdelana kinematicˇna pove-
zava cˇep v vodilu z zracˇnostjo za zagotovitev kakovostnega dinamskega odziva sistema.
Prozˇno telo v dinamskem sistemu je modelirano v okviru teorije AVK, kar omogocˇa eno-
stavnejˇso vkljucˇitev gibalnih enacˇb prozˇnega telesa v sistem enacˇb celotnega sistema.
Izdelan je dinamski model sestavnega dela, ki je sestavljen iz togega telesa z vodilom,
masne tocˇke in prozˇnega telesa. Na osnovi rezultatov meritev lastnih frekvenc je, z
dolocˇitvijo geometrijskih lastnosti prozˇnega telesa v dinamskem modelu, izvedena va-
lidacija ekvivalentne geometrije. Tako validiran model je nato uporabljen za dolocˇitev
dinamskega odziva sestavnega dela. Na podlagi rezultatov meritev - kinematike, pri-
dobljenih z digitalno korelacijo zajetih slik, je izvedena validacija izdelanega modela.
Tako validiran model je nato uporabljen za dolocˇitev vpliva posameznih parametrov,




6.2 Sklepna misel in nadaljnje delo
Predstavljeni postopek celovitega sˇtudija ravninske dinamike sistema togih in prozˇnih
teles temelji na realni inzˇenirski aplikaciji stikalnih mehanizmov, ki so vgrajeni v
insˇtalacijske odklopnike in zasˇcˇitna stikala z namenom hitre prekinitve elektricˇnega
tokokroga v primeru pojava napake v elektricˇnih insˇtalacijah z namenom varovanja
porabnika, elektricˇnih insˇtalacij in predvsem zˇivljenj.
Velik izziv v procesu sˇtudija ravninske dinamike togih in prozˇnih teles, modeliranih v
okviru teorije absolutnih vozliˇscˇnih koordinat, je bila tudi numericˇna implementacija
predstavljene teorije v okviru lastne kode. Na osnovi objektno usmerjenega pristopa so
bili izdelani razredi posameznih gradnikov, ki so potem lahko uporabljeni pri izdelavi
razlicˇnih dinamskih modelov. V sklopu lastne kode je z uporabo ustreznim knjizˇnic iz-
delan tudi graficˇni uporabniˇski vmesnik, ki omogocˇa vizualizacijo dinamskega sistema v
3-dimenzionalnem okolju, zato je razsˇiritev numericˇnega dela na obravnavo prostorskih
dinamskih sistemov relativno lahko izvedljiva.
Z numericˇnega vidika je smiselna implementacija dodatnih metod za numericˇno in-
tegracijo in medsebojna primerjava, saj lahko razlicˇne integracijske metode zacˇetnih
problemov razlicˇno obravnavajo dinamski problem, predvsem s staliˇscˇa racˇunskega
cˇasa. Le-ta lahko zavisi od uporabljene integracijske metode ter dolocˇenih masnih in
togostnih lastnosti dinamskega sistema.
V smislu stalnega razvoja programskih orodij je priporocˇen tudi prehod programskega
jezika Python iz verzije 2 na verzijo 3, kar pa vsekakor zahteva svoj cˇas in skrben proces,
saj je celotna koda relativno obsezˇna in je nujno poskrbeti tudi za kompatibilnost vseh
uporabljenih knjizˇnic.
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1.1 Integracijska metoda Runge-Kutta-Fehlberg
Integracijska metoda Runge-Kutta-Fehlberg numericˇno resˇi zacˇetni problem dolocˇen z
diferencialno enacˇbo kot [45]:
y′ = f (t, y) , a ≤ t ≤ b, y (a) = y0, (1.1)
kjer sta a in b zacˇetni meji integracije in je y0 znan zacˇetni pogoj in dolocˇi priblizˇek
pravi resˇitvi kot:
wi+1 = wi + hiφ (ti, wi, hi) , i = 0, 1, . . . , N − 1, (1.2)
za neko funkcijo φ. Lastnost, katero je potrebno zagotoviti, je da se za predpisano
toleranco  > 0 ob uporabi minimalnega sˇtevila integracijskih tocˇk zagotovi vrednost
globalne napake znotraj dovoljene vrednosti  za vsak i = 0,1, . . . , N .
Tocˇne vrednosti globalne napake integracijske metode ni mogocˇe natancˇno dolocˇiti,
vendar obstaja povezava med lokalno napako in globalno napako. To lahko ponazorimo
z dvema aproksimacijskima tehnikama, prva je dolocˇena z uporabo Taylorjeve metode
n-tega reda:





in ima lokalno napako aproksimacije reda τi+1 (h) = O (h
n), medtem ko je druga vre-
dnost podobna, ampak viˇsjega reda:





ki ima lokalno napako aproksimacije reda τi+1 (h) = O (h
n+1). Najprej predpostavimo
wi ≈ y (ti) ≈ wi in izberemo konstantno velikost cˇasovnega koraka h za vrednotenje
priblizˇkov wi+1, wi+1 in y (ti+1):
τi+1 (h) =
y (ti+1)− y (ti)
h




− φ (ti, yi (ti) , h) (1.6)
=






(y (ti+1)− wi+1) . (1.8)
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1.1. Integracijska metoda Runge-Kutta-Fehlberg
Podobno lahko zapiˇsemo:
τ i+1 (h) =
1
h









[y (ti+1)− wi+1 + (wi+1 − wi+1)] (1.11)
= τ i+1 (h) +
1
h
(wi+1 − wi+1) (1.12)
Tako je τi+1(h) reda O(h
n) in τ i+1(h) reda O(h




(wi+1 − wi+1) . (1.13)




(wi+1 − wi+1) . (1.14)
Cilj ni eliminacija lokalne napake zaradi aproksimacije, ampak prilagoditev velikosti
integracijskega koraka, da se zagotovi velikost napake pod dolocˇeno vrednostjo. Cˇe
velja da je τi+1(h) reda O(h
n), potem obstaja sˇtevilo K, neodvisno od h, da obstaja:
τi+1(h) ≈ Khn. (1.15)
Lokalno napako se lahko dolocˇi tudi z uporabo metode n-tega reda s korakom qh z
prvotnimi priblizˇki wi+1 in wi+1:
τi+1(qh) ≈ K (qh)n = qn (Khn) ≈ qnτi+1(h) ≈ q
n
h
(wi+1 − wi+1) . (1.16)
Da se omeji τi+1(qh) z mejo  se lahko dolocˇi q kot:
qn
n









Lahko se predpostavi, da velja wi ≈ y (ti) ≈ wi in je tako dolocˇena vrednost integrirane
funkcije v naslednjem cˇasovnem koraku kot:

















ocena napake metode Runge-Kutta 4. reda je dolocˇena kot:












kjer so koeficienti dolocˇeni kot:












































ti + h,wi +
439
216












, wi − 8
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Predstavljena metoda v vsakem cˇasovnem koraku izvede 6 vrednotenj funkcije f , med-
tem ko uporaba metode RK 4. reda skupaj z metodo RK 6. reda izvede 10 vredno-
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